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1. Einleitung
Die Behauptung, dass das Tripel der Zahlen 200, 250 und 300 von vielen Menschen als hell oder fröhlich
wahrgenommen wird, das Tripel 200, 240 und 300 hingegen als weich oder traurig, erscheint zunächst
erst einmal wenig glaubhaft. Regt man aber die Saiten eines Instruments zu Schwingungen an, deren
Anzahl ihrer „Hin- und Herbewegungen“ pro Sekunde - man spricht von Frequenz - eben diesen Zahlen
entspricht, assoziieren viele Menschen genau diese Emotionen mit den hörbaren Klängen. Töne, deren
Frequenzen dem ersten Tripel entsprechen, würden dann einen Dur-, die des zweiten Tripels einen Moll-
Akkord ergeben. Ob zwei Töne zusammen oder auseinander klingen - man spricht von konsonant und
dissonant - bewerten Menschen nach der Einfachheit des mathematischen Verhältnisses zwischen beiden
Tönen. Das gilt auch für die Kindheit, also für Zeiten deutlich bevor Menschen in der Lage sind, symbo-
lisch mit Zahlen umzugehen. Auch in Rhythmen sucht unser Gehirn stets nach Mustern und verknüpft
Gefühle mit diesen. Musik stellt also eine Möglichkeit dar, Mathematik intuitiv emotional zu erfahren.
Untersucht wurde dieser Zusammenhang schon in der Antike, wo Pythagoras einer Legende nach in einer
Schmiede hörte, dass die Töne zweier Hämmer gut miteinander verschmolzen. Diese Inspiration soll ihn
zu seinen Experimenten mit einem Monochord, einem Saiteninstrument mit einer Saite, motiviert haben.
Die Erkenntnis seiner Untersuchungen, den Zusammenklang von Tönen auf mathematische Verhältnisse
zurückzuführen, bildet noch heute die Basis der Musiktheorie.
Musik ist für den Mensch also nicht nur eine Möglichkeit, mathematische Zusammenhänge emotional
wahrzunehmen, sondern auch Objekt mathematischer, psychologischer und physikalischer Forschung.
Dem Bau von Instrumenten und Lautsprechern liegen neben Erfahrung auch immer mathematische und
physikalische Modelle zu Grunde. Mathematische Erkenntnisse musikalischer Zusammenhänge sind da-
bei immer auch Selbsterkenntnisse zur menschlichen Wahrnehmung dieser. Umgangssprachlich formu-
liert lernt man also, wenn man etwas über die Verknüpfung von Mathematik und Musik lernt, auch immer
etwas über sich selbst. Das macht diese Verknüpfung auch zu einem interessanten Lerngegenstand für
die Schule.
In der vorliegenden Arbeit wird ein Konzept vorgestellt, das an dieser Stelle ansetzt. Ausgehend von
der physikalischen Analyse verschiedener Instrumente werden Töne mit der Sinusfunktion mathema-
tisch beschrieben und diese so eingeführt. Es wird argumentiert, dass dies ein interessanterer und so-
mit, gegenüber sonst üblichen Wegen, motivatorisch günstigerer Zugang zur Sinusfunktion ist. Mit der
Sinusfunktion als mathematischem Modell von Tönen werden musikalische Fragestellungen mathema-
tisch bearbeitet und das Modell im weiteren Verlauf wieder genutzt, um damit Musik zu machen. Dabei
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werden die Eigenschaften der Sinusfunktion im Kontext dieser Fragestellungen thematisiert.
Im Folgenden soll ein grober Überblick über die Arbeit gegeben werden: Im auf diesen folgenden Ab-
schnitt 2 werden übliche Zugänge zur Sinusfunktion anhand verschiedener Lehrbücher betrachtet, um
das in Abschnitt 3 entwickelte Konzept zu diesen in Relation setzen zu können. Der Abschnitt 3, in dem
das Konzept vorgestellt wird, macht den Hauptteil der Arbeit aus. Er untergliedert sich in eine Moti-
vation für die Entwicklung des Konzepts (Abschnitt 3.1), die Betrachtung fachlicher und didaktischer
Grundlagen (Abschnitte 3.2 und 3.3), sowie die Beschreibung des Konzepts selbst in drei Abschnitten
3.4, 3.5 und 3.6. Die ersten zwei Abschnitte des Konzepts wurden im Rahmen dieser Arbeit an einer
Schule erprobt. Die Beschreibung dieser Erprobung sowie die Evaluation der erprobten Teile des Kon-
zepts sind Inhalt der Abschnitte 4 und 5. Im letzten Abschnitt des Konzepts 6 wird die Entwicklung eines
Synthesizers für die Schule im Rahmen dieser Arbeit beschrieben.
Für das Konzept wurden verschiedene Arbeitsmaterialien wie Arbeitsblätter und Software-Presets er-
stellt, die exemplarisch im Anhang zu finden sind. Grundsätzlich sind alle Arbeitsmaterialien nochmal,
teilweise in mehreren Varianten und in editierbarer Form, im digitalen Anhang der Arbeit zu finden.
Dieser befindet sich, im Falle der gedruckten Fassung dieser Arbeit, auf der beiliegenden CD und ist
zusätzlich online, unter dem in der Fußnote stehenden Link, abrufbar1.
In der Hoffnung, dass diese Arbeit über ihren Zweck als Abschlussarbeit hinaus, ihren Weg in die Hände
von Mathematiklehrer*innen findet, die ein Interesse an der Umsetzung des Konzepts haben, wurde die-
se Zielgruppe bei der Konzeption der Arbeit mit eingeschlossen. Aufgrund dessen finden sich beispiels-
weise an mehreren Stellen der Arbeit sogenannte Erklärboxen, in denen Grundbegriffe und bestimmte
Zusammenhänge vereinfacht dargestellt werden. Da die Arbeit inhaltlich verschiedene Fachgebiete be-
rührt, insbesondere das der Physik und der Musiktheorie, muss die Zielgruppe Mathematiklehrer*innen
stets mitbedacht werden. Im Zweifelsfall wurde bei bestimmten physikalischen und musiktheoretischen
Zusammenhängen daher die Verständlichkeit für Fachfremde höher bewertet, als die fachliche Exaktheit.
Ein Beispiel ist die Näherung von Intervallen bei gleichstufiger Stimmung mit denen des rein gestimmten
Pendants.
Abschließend soll noch auf die Verwendung geschlechtergerechter Sprache in dieser Arbeit hingewie-
sen werden. Verwendet wird die Form des Gendersternchens, z.B. Schüler*innen, bei der neben der
1https://www.dropbox.com/sh/krnxoeu8mc2000s/AAAZ6wmtlZ9nJWcGC7uVjsCRa?dl=0
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männlichen und weiblichen Form durch das Sternchen symbolisiert wird, dass auch andere Geschlechts-
zuordnungen möglich sind. Im Plural wird darüber hinaus mit Neutralisierungen gearbeitet, z.B. die
Lernenden. In der Didaktik üblich und hier ebenfalls verwendet, wird darüber hinaus die Abkürzung
SuS für Schüler*innen und Schüler, sowie LuL für Lehrer*innen und Lehrer.
2. Vergleich verschiedener Lehrbuchansätze
Um einen Überblick über typische Wege zur Einführung der Sinusfunktion zu erhalten, werden in
diesem Abschnitt mehrere Schulbücher für die zehnte Klasse verglichen. Es handelt sich dabei um:
„Plus Mathematisches Unterrichtswerk 10. Schuljahr“ herausgegeben von Jürgen Schönbeck und Hans
Schupp [1], „Mathematik 10 - entdecken · verstehen · anwenden“ herausgegeben von Hans Bock und
Werner Walsch [2] und „Mathematik heute 10“ herausgegeben von Heinz Griesel, Helmut Postel, Ru-
dolf vom Hofe [3]. Selbstverständlich spiegeln die verwendeten Schulbücher nicht in direkter Form den
Unterricht wider, in dessen Rahmen sie eingesetzt werden, sehr wohl beeinflussen Schulbücher und Un-
terricht sich aber wechselseitig insofern, dass LuL Schulbücher als Inspirationsquelle für den Aufbau
ihres Unterrichts verwenden und die Schulbücher auf Basis von praktischer Unterrichtserfahrung ent-
wickelt werden. Es kann also davon ausgegangen werden, dass auch in der Praxis der Unterricht zum
Thema Sinusfunktion häufig in der gezeigten Form abläuft. Die hier verglichenen Schulbücher stammen
entsprechend aus dem Privatbesitz von zwei Lehrerinnen, die in Sachsen unterrichten und diese Bücher
selbst zur Vorbereitung einsetzen. Eine Beschreibung der Grundvorstellungen zum Sinus, die im Folgen-
den genannt werden, erfolgt in Abschnitt 3.2.2.
In dem Buch von Schönbeck [1] wird die Sinus- und Cosinusfunktion eine Doppelseite gewidmet. Auf
Basis der Vorstellung vom Sinus am rechtwinkligen Dreieck, also dem Sinus als Verhältnis oder als
Projektion (siehe Abschnitt 3.2.2) wird die Sinusfunktion direkt zu Kapitelbeginn definiert:
„Jedem Winkel α (0◦ ≤ α ≤ 360◦) kann man als Funktionswert den Sinus von α bzw. den
Kosinus von α zuordnen.
Die Funktion f : α→ sin(α) heißt Sinusfunktion
Die Funktion f : α→ cos(α) heißt Kosinusfunktion“
[1, S. 218].
Es folgen auf der gleichen Seite: der Graph der Sinusfunktion inklusive der Definition des Einheits-
kreises, die Definition des Bogenmaßes und auf Basis des Einheitskreises die Erweiterung auf Winkel
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größer 360◦ und kleiner 0◦. Auf der folgenden Seite sind die Eigenschaften der Sinusfunktion beschrie-
ben. Diese werden nicht näher erläutert, sondern eingeleitet mit: „In Zeichnung 2 erkennst du folgende
Eigenschaften der Sinusfunktion [1, S. 219].“ In der folgenden Aufzählung der Eigenschaften wird zwi-
schen Bogen- und Gradmaß gewechselt:
„1. Nullstellen: bei 0 + k · π, k ∈ Z
...
6. Periodizität: Bei Verschiebung um k · 360◦ k ∈ Z längs der Abzissenachse wird der Sinus-Graph
auf sich selbst abgebildet. sin(360◦ + α) = sin(α)“ [ebd.].
An diese Definitionen schließen sich fünf Übungen an, in deren Rahmen Winkel im Grad- und Bogenmaß
zu verschiedenen Werten des Sinus gefunden werden sollen, eine Schablone für den Verlauf der Funktion
zwischen 0◦ und 90◦, mit der dann wiederum der Graph rekonstruiert werden soll. Außerdem sollen die
Eigenschaften der Kosinusfunktion notiert werden. Mit der Definition der Eigenschaften schließt das Ka-
pitel. Anwendungsbeispiele oder -aufgaben gibt es keine [1, vgl. S. 219]. Der innermathematische Bezug
kann in Zusammenhang mit dem Erscheinungsjahr 1980 gebracht werden, da im Rahmen der didakti-
schen Strömung der „New Math“ ab den 1960er Jahren Anwendungen im Mathematikunterricht zuneh-
mend an Bedeutung verloren und erst ab Mitte der 70er Jahre langsam eine Rückbesinnung stattfand. Das
vorliegende Buch muss also vor diesem zeitgeschichtlichen Hintergrund betrachtet werden. Kurz nach
Erscheinen dieses Buches formulierte Winter die seiner Meinung nach zentralen drei Grunderfahrungen
im Mathematikunterricht (siehe [26, S.11]). Das vorliegende Kapitel (und das gilt auch für den Rest
des Buches) betont die zweite dieser Grunderfahrungen: „die Mathematik als eigene deduktiv geordnete
Welt [26, S.11]“. Ein dem Ablauf im Buch nachgehender Unterrichtsverlauf entspricht also nicht mehr
den heutigen Anforderungen an Mathematikunterricht, im Sinne der Bildungsstandards der KMK und
der einzelnen Lehrpläne. Auf periodische Prozesse, wie im Lehrplan und den KMK Standards gefordert,
wird beispielsweise überhaupt nicht eingegangen [21, vgl. S. 29f] und [27, vgl. S. 12].
Das zweite betrachtete Buch ist das von Bock und Walsch u.a. [2] von 1997. Hier wird die Trigono-
metrie gemeinsam mit den Winkelfunktionen behandelt. Begonnen wird mit der Betrachtung der Ver-
hältnisgleichheit in ähnlichen Dreiecken. Auf dieser Basis werden Sinus, Kosinus und Tangens über
die Verhältnisvorstellung (siehe 3.2.2) eingeführt. Im Folgenden werden verschiedene Werte von Sinus,
Kosinus und Tangens an Dreiecken mit Hypotenusenlänge eins besprochen und somit auf die Einheits-
kreisbetrachtung hingearbeitet [2, vgl. S. 6ff]. Es folgen Berechnungen von Seitenlängen und Winkeln
in rechtwinkligen Dreiecken und die Einführung der Projektionsvorstellung am Beispiel von Kraftvek-
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toren [2, vgl. S. 9-18]. Die Betrachtung am Einheitskreis wird über Schwingungsprozesse motiviert:
„Bewegt sich ein Punkt P auf einer Kreisbahn k und beobachtet man dessen Bewegung aus
einiger Entfernung genau von der Seite (Auge des Betrachters in der Ebene der Kreisbahn),
so scheint der Punkt P keinen Kreis zu durchlaufen, sondern um eine Anfangslage A hin und
her zu pendeln. Man spricht auch von einer Schwingung um die Anfangslage A.“ [2, S. 19].
Es wird auch noch erwähnt, dass „Schwingung in vielen Bereichen eine große Rolle spielen (Wechsel-
strom, elektromagnetische Schwingungen usw.)“ [2, S. 20], konkret betrachtet werden solche Prozesse
aber nur in einer Aufgabe zwei Kapitel später bei der Einführung von Parametern [2, vgl. S. 31ff]. Am
Einheitskreis wird zuvor noch der Definitionsbereich ausgeweitet und das Bogenmaß eingeführt. Daran
anschließend werden die Eigenschaften der Winkelfunktion besprochen. Als eine solche wird auch die
Periodizität eingeführt [2, vgl. S. 23-30]. Die Definition des Begriffs Periode ist dabei problematisch:
„Die Zahl 2π nennt man die Periode der Sinusfunktion“ [2, S. 26], verrät nichts darüber, was die Eigen-
schaft einer Periode in einer periodischen Funktion ist. Zu Beginn des Kapitels wird die Verwendung
von Parametern durch einen Anwendungsbezug motiviert:
„In vielen Bereichen wird der Verlauf bestimmter Vorgänge durch geeignete Geräte erfaßt
und in Form von Kurven sichtbar gemacht. [...] In der Technik geben Kurven z.B. den Span-
nungsverlauf von Wechselstrom wieder oder stellen akustische Schwingungen dar, in der
Geotektonik werden Erdbebenwellen registriert usw. Manche dieser Kurven können durch
Funktionen der Form y = a · sin bx (mit a > 0, b > 0) erfasst werden, andere durch kom-
plizierte Verknüpfungen solcher Funktionen“ [2, S. 31].
An diese kurze Einführung schließt sich dann eine innermathematische Betrachtung des Einflusses der
Parameter an. Die genannten Beispiele werden mit Ausnahme einer Aufgabe nicht wieder aufgegriffen.
In dieser einen Aufgabe soll die Frage beantwortet werden, welche Eigenschaften eines Tons die Para-
meter a und b in der Funktion y = a · sin bx beschreiben [2, vgl. S. 32f]. Da diese Aufgabe die einzige in
den untersuchten Kapiteln ist, der eine Art rudimentäre Modellierung zu Grunde liegt, wird sie an dieser
Stelle kurz näher betrachtet. Die Modellierung wird im Aufgabentext wie folgt dargestellt:
„Ein (gleichbleibender) akustischer Ton entsteht durch eine Luftschwingung, die (verein-
facht) durch eine Gleichung der Form y = a · sin bx beschrieben werden kann“ [2, vgl. S.
33].
Die dem Modell zu Grunde liegenden Vereinfachungen werden hier nicht konkret benannt. Ein solcher
verkürzter Umgang mit dem Modellierungsprozess ist nicht per se problematisch, solange die Verkür-
zung und das konkrete Modell selbst nicht für Fehlvorstellungen zum Verhältnis zwischen Modell und
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Natur sorgt [5, vgl. S. 207]. Das hier beschriebene Modell einer Schwingung in Form der Gleichung
y = a · sin bx ist aber problematisch. Insbesondere da die SuS parallel im Physikunterricht mechani-
sche Schwingungen und Wellen behandeln (bezogen auf den Lehrplan in Sachsen). Im Rahmen dieses
Lernbereichs wird zwischen Schwingungen als zeitlich periodische Schwankung einer Zustandsgröße
und Wellen als zeitliche und örtliche Änderung von Zustandsgrößen unterschieden. Das Modell einer
Luftschwingung mit der Variable x legt nicht nahe, dass damit der Ort der Luft sich in Abhängigkeit
der Zeit ändert, sondern im Gegenteil eher in Abhängigkeit des Ortes, was das falsche Modell für die-
se Situation wäre. Unabhängig von der Kompaktheit der Aufgabe müssen zumindest die beschriebenen
Größen eindeutig sein, um Fehlvorstellungen zu vermeiden. Von den SuS selbst durchgeführte Model-
lierungen gibt es im betrachteten Teil des Buches nicht. Die genannten Anwendungen haben hier rein
informativen Charakter und sind als Motivation dem mathematischen Inhalt vorangestellt. Es wird aber
nicht wieder darauf Bezug genommen. Man kann mit Krapp argumentieren, dass das Interesse an einer
Lernsituation zwar vom Lebensweltbezug der Lernenden, aber auch von der Identifikation mit dem Lern-
gegenstand abhängt. Diese setzt eine anhaltende Auseinandersetzung mit diesem Bezug voraus [30, vgl.
S. 188ff]. Eine bloße Nennung von möglichen Anwendungen ohne Konsequenz für den Unterrichtsin-
halt reicht also nicht aus. Der Fokus liegt auch bei dem in diesem Buch angedachten Unterrichtsgang
auf der zweiten Grunderfahrung des Mathematikunterrichts nach Winter (siehe [26, S.11]). Bezogen auf
die KMK Bildungsstandards bzw. den sächsischen Lehrplan fehlt insbesondere die Modellierung peri-
odischer Prozesse [21, vgl. S. 29f] und [27, vgl. S.12]. Sehr gut zu sehen, ist der stufenweise Aufbau der
verschiedenen Vorstellungen zum Sinus (siehe Abschnitt 3.2.2). Nacheinander und aufeinander aufbau-
end werden die vier Grundvorstellungen zum Sinus eingeführt. Zunächst am rechtwinkligen Dreieck die
Vorstellung vom Sinus als Verhältnis, dann die Vorstellung als Projektion am Beispiel der Kräftezerle-
gung. Es folgt darauf aufbauend die Vorstellung am Einheitskreis und die der Oszillation.
Das dritte betrachtete Buch ist das von Griesel, Postel und vom Hofe [3] von 2013. Hier fällt sofort die
Orientierung am aktuellen Lehrplan auf, da das Kapitel Sinusfunktionen mit den Worten „In der Natur
und im Alltag gibt es viele periodische (d.h. regelmäßig wiederkehrende) Vorgänge“ [3, S. 104] beginnt.
Als Beispiele werden Parallelschwünge von Skifahrerenden, Schallschwingungen und der Sonnenstand
im Sommer in der Polarregion genannt [ebd.]. Als Lernziel wird für die SuS formuliert:
„In diesem Kapitel lernst du Vorgänge, die sich in regelmäßigen Zeitabschnitten wiederho-
len, mathematisch zu beschreiben“ [ebd.].
Inhaltlich beginnt das Buch mit der Betrachtung des Sinus am Einheitskreis. Motiviert wird dieser Zu-
gang mit einem Fahrrad. Es wird argumentiert, dass die Bewegung der Pedale von hinten beobachtet kei-
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ner Kreis-, sondern einer Auf- und Abbewegung entspricht [3, vgl. S. 105]. Die Anschauung wird dann
gewechselt, um das Konzept analog für den Zeiger einer Uhr und das Sägeblatt einer Tischkreissäge zu
betrachten. Der Wechsel der Anschauung, um das grundsätzliche Prinzip zu verdeutlichen, entspricht da-
bei dem operativen Prinzip der Variation der Veranschaulichungsmittel [11, vgl. S. 119]. Für das Beispiel
der Kreissäge wird dann der Abstand eines Sägezahns als ein Punkt auf dem Kreis zum Sägetisch in Ab-
hängigkeit des Winkels betrachtet und von den SuS gezeichnet. Die Betrachtung am Einheitskreis ergibt
sich hier also aus einer Modellbildung. Im Kontext der Modellierungskompetenz positiv herauszuheben
ist dabei, dass getroffene Idealisierungen benannt werden: „Die Dicke des Sägetischs soll klein sein und
daher außer Betracht bleiben.“ [3, S. 105]. Die Betrachtung am Einheitskreis wird anschließend verwen-
det, um den Definitionsbereich des Sinus auf Winkel größer als 90◦, sowie negative Winkel zu erweitern.
Das Abschätzen von Winkeln mit der Vorstellung vom Sinus am Einheitskreis wird anschließend geübt,
indem der Sinus verschiedener Winkel zeichnerisch bestimmt wird. Gefordert wird dabei eine Genau-
igkeit von einem Hundertstel. Realisiert werden soll das mit einem Einheitskreis mit einem Radius von
zehn Zentimetern und Millimeterpapier [3, vgl. S. 107f]. Offenbar soll hier ein psychomotorisches Lern-
ziel verfolgt werden. Zum Verständnis des Sinus am Einheitskreis trägt die geforderte Genauigkeit aber
nicht bei. Im Gegenteil liegt die Stärke der Betrachtung am Einheitskreis darin, die Größe des Sinus
schnell abschätzen zu können. Diese Stärke wird den SuS so nicht deutlich gemacht. In der Folge bietet
das Buch verschiedene innermathematische Übungen an, in denen die Sinuswerte aus Winkeln bestimmt
werden und Eigenschaften des Sinus wie sin(180◦ − α) = sin α am Einheitskreis begründet werden
sollen [ebd]. Auf die Übungen folgt die Einführung des Bogenmaßes. Es wird hier interessant motiviert,
indem die Frage gestellt wird, warum bei handelsüblichen Schablonen zum Zeichnen der Sinusfunktion
360◦ immer circa 6, 3 cm entsprechen [3, vgl. S. 109]. Das Bogenmaß wird dann am Einheitskreis defi-
niert und die Umrechnung anhand eines Vergleichs mehrerer Winkel im Bogen- und Gradmaß hergeleitet
[ebd.]. In der Folge wird die Umrechnung in beide Richtungen geübt. Positiv herauszuheben ist, dass die
verschiedenen Winkelmaße, in Form eines kleinen Infozettels, in den Kontext anderer Einheitenumrech-
nungen gesetzt werden [ebd.]. Auf Basis des Bogenmaßes wird die Sinusfunktion als Funktion von R
nach R definiert. Definitions- und Wertebereich sollen von den SuS angegeben werden. Anschließend
werden die Periodizität, Symmetrie und die Nullstellen der Sinusfunktion betrachtet [3, vgl. S. 114ff].
Als Aufgaben dazu sollen einzelne Sinuswerte mit dem Taschenrechner berechnet, sowie andere Stellen
angegeben werden, für die die Funktion den gleichen Wert annimmt [ebd]. Die Übungen können als
stabilisierenden und automatisierendes Üben charakterisiert werden [11, vgl. S. 208]. Der Rest des Kapi-
tels beschäftigt sich mit den Parametern der Sinusfunktion. Hier erfolgt wieder eine Motivation an einer
Anwendung. Konkret werden gekoppelte Federschwinger gezeigt, deren Graphen sich in Amplitude und
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Frequenz von der Funktion f(x) = sin(x) unterscheiden [3, vgl. S. 117ff]. Die einzelnen Parameter
werden dann jeweils anhand von vergleichenden Funktionsgraphen und Wertetabellen eingeführt. Das
ist anschaulich und gut nachvollziehbar. Die mit Parametern versehene Sinusfunktion wird anschließend
in verschiedenen Aufgaben gezeichnet und ihre Null- und Extremstellen für verschiedene Parameter-
konstellationen betrachtet. Zu verschiedenen Funktionsgraphen wird die Funktionsgleichung bestimmt
und verschiedene Funktionsgleichungen geometrisch interpretiert. Die Auswahl an Aufgaben ist dabei
umfangreich und deckt Verständnisübungen, stabilisierende, operative und automatisierende Übungen
ab [3, vgl. S. 120ff]. Nicht betrachtet werden Anwendungen zum Thema. Das im Lernplan formulierte
„Anwenden der Sinusfunktion zum Beschreiben von periodischen Vorgängen“ [21, S. 29], kommt also
nicht vor.
Als Fazit zum Buch von Griesel u.a. lässt sich formulieren, dass es die einzelnen Themengebiete an-
schaulich und gut nachvollziehbar herleitet. Die grafischen Darstellungen sind gut gewählt und unter-
stützen die Erläuterungen. Bis auf die erwähnten Probleme passen die Aufgaben gut zum Inhalt. Die
zentrale Kritik teilen sich aber alle drei betrachteten Bücher.
Anwendungen werden in allen drei Büchern nur oberflächlich betrachtet. Das bloße Erwähnen von mög-
lichen Anwendungen reicht nicht aus. Hier sei auf das Verinnerlichungsprinzip verwiesen [11, vgl. S.
119]. Neben der Tatsache, dass Anwendung im sächsischen Lehrplan konkret gefordert sind [21, vgl. S.
29], was man aufgrund des Veröffentlichungsdatums nur dem Buch von Griesel u.a. vorwerfen kann, ist
das Fehlen von echten Anwendungen auch motivational ungünstig (siehe Abschnitt 3.1) und nicht im
Sinne der von Winter formulierten Grunderfahrungen des Mathematikunterrichts [26, vgl. S.11].
3. Unterrichtskonzept
In diesem Abschnitt wird ein im Sinne der Definition aus Erklärbox 1 fachübergreifendes Unterrichtkon-
zept vorgestellt, welches, von der Analyse von Musikinstrumenten und deren Tonerzeugung ausgehend,
periodische Prozesse und die Sinusfunktion als ein mathematisches Modell dieser einführt. Das Kon-
zept kann aber auch als Ausgangspunkt für ein fächerverbindendes Projekt dienen. In Sachsen bilden
die Lernbereiche „Wachstumsvorgänge und periodische Vorgänge“ in der Mathematik und „Mechani-
sche Schwingungen und Wellen“ in der Physik jeweils den ersten Lernbereich der zehnten Klasse, so-
dass sich eine Zusammenarbeit hier anbietet (siehe Abschnitt 3.3.1). In vielen Bundesländern, z.B. in
Sachsen zwei Wochen pro Jahr [31, vgl. S. 7], ist ein fächerverbindendes Projekt vorgeschrieben. Das
Thema „Töne und Klänge“ kann dabei z.B. von Seiten der Biologie (menschliche Wahrnehmung von
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Schwingungen), der Physik (Schwingungen von Instrumenten als mechanische Schwingungen), Musik
(Klang verschiedener Instrumente, Tonsysteme) und der Mathematik (Modellierung von Schwingungs-
prozessen) betrachtet werden. In einem solchen Fall ist das hier vorgestellte Konzept als Beitrag zum
Gesamtprojekt zu sehen.
Auch im regulären Mathematikunterricht kann das Konzept durchgeführt werden. In einem solchen Kon-
text wurde es auch für diese Arbeit erprobt (siehe Abschnitt 4). Für die grundlegenden Zusammenhänge
sollte hier mit circa zehn Unterrichtsstunden geplant werden. Im ersten Teil (Abschnitt 3.4) werden zur
Modellierung notwendige Grundbegriffe erarbeitet, im zweiten Teil (Abschnitt 3.5) das Modell selbst.
Anschließend folgen Anwendungen des Modells in Abschnitt 3.6.
Fächerverbindender, facherübergreifender, interessenförderlicher Unterricht
Die Beschreibung von Unterricht als fächerverbindend, facherübergreifend oder interessenförder-
lich ist in der pädagogischen Literatur nicht immer einheitlich. Für diese Arbeit wird der Defi-
nition des sächsischen Ministeriums für Kultus gefolgt und die ersten beiden Begriffe wie folgt
differenziert:
• fachübergreifender Unterricht:
Das einzelne Fach steht im Mittelpunkt. Von dort ausgehend werden weitere Blickweisen
auf ein zu bearbeitendes Thema eröffnet. Diese sind auf Inhalte, Fragestellungen und
Verfahrensweisen gerichtet, die über die im Lehrplan des jeweiligen Faches gezogenen
Grenzen hinausgehen. Fachübergreifendes Arbeiten, einschließlich Ergebnissicherung und
Bewertung, liegt in der Verantwortung des einzelnen Fachlehrers [31, S. 3].
• fächerverbindender Unterricht:
Ein Thema, das von einzelnen Fächern in seiner Mehrperspektivität so nicht oder nur
teilweise erfasst werden kann, steht im Mittelpunkt. Das Thema wird unter Anwendung
von Inhalten, Fragestellungen und Verfahrensweisen verschiedener Fächer bearbeitet.
Inhaltliche und organisatorische Koordinierung sowie Ergebnissicherung und Bewertung
sind durch die selbstorganisierte Zusammenarbeit der Fachlehrer zu leisten [31, S. 3].
Von interessenförderlichem Unterricht wird vor allem in der pädagogisch-psychologischen Inter-
essenforschung gesprochen. Der Begriff impliziert dabei noch keine konkrete Unterrichtsform,
sondern dient als übergeordnete Umschreibung aller unterrichtlichen Formen, denen das Ziel In-
teressenförderung gemeinsam ist.
Erklärbox 1: Unterrichtstypen Begriffserklärung
3.1. Motivation
Nach Betrachtung der verschiedenen Ansätze der Lehrbücher im Abschnitt 2, bleibt nun die Frage: Wo-
zu ein weiterer Ansatz? Was unterscheidet das in diesem Abschnitt vorgestellte Konzept von den eben
beschriebenen? Die Motivation für dieses Konzept bezieht sich auf zwei Erkenntnisse aus der Lehr- und
Lernpsychologie. Die erste, über die ein weitgehender Konsens besteht, ist die, dass die Interessantheit
von Lernsituationen bzw. das persönliche Interesse der SuS am Lerngegenstand zentral für die Lernmo-
tivation und somit auch für den Lernerfolg ist [30, vgl. S. 185ff]. Die zweite, in verschiedenen Studien
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untersuchte, ist die, dass das Interesse an den Lerngegenständen in der Sekundarstufe 1 kontinuierlich
sinkt [30, vgl. S. 187f]. Das betrifft zwar alle Fächer, aber Mathematik und die Naturwissenschaften in
besonderem Maße [ebd.].
Nimmt man beide Erkenntnisse zusammen, liegt die Forderung nach „interessanterem“ Unterricht nahe.
Genauso schnell ergibt sich natürlich die Frage wie die Lerngegenstände „interessant“ vermittelt wer-
den können. Krapp schreibt dazu, dass Lerngegenstände vor allem dann als interessant wahrgenommen
werden, wenn Querbezüge zur eigenen Erfahrungswelt hergestellt werden [30, vgl. S. 188]. Für die Un-
terrichtspraxis fällt hier insbesondere auf, dass Lerngegenstände als interessant empfunden werden, wenn
es Bezüge zur eigenen Erfahrungswelt der SuS gibt. Interessenförderlicher Unterricht ist also nicht damit
gleichzusetzen, nur Alltägliches zu Lerngegenständen zu machen. In der Primarstufe sind diese Bezüge
für SuS individuell nur offensichtlicher erkennbar. Will man dem diagnostizierten Interessensverlust in
der Sekundarstufe 1 entgegenwirken, geht es also nicht zwangsläufig darum, Lerninhalte zu verändern,
sondern vielmehr darum, die aktuellen Lerninhalte besser an die Lebenswelt der SuS anzuknüpfen bzw.
die Verknüpfung deutlich zu machen. Den Lehrenden ist diese ja zumeist klar, nur die SuS wissen nicht
darum. Damit einher geht die Forderung nach der Verknüpfung der Lerninhalte untereinander. Haben
die SuS beispielsweise das Konzept „Funktion“ in ihrer eigenen Erfahrungswelt verortet, ist der Bezug
einzelner Inhalte dieses übergeordneten Konzepts zu dieser schnell klar.
Bezüge dieser Art sind in der Mathematik in beinahe allen Feldern auffindbar. In der Unterrichtspraxis
bezieht sich die Mathematik dennoch häufig auf sich selbst. Bezüge zur Erfahrungswelt der SuS werden
häufig nachgeschoben, als Anwendungen des Erlernten beschrieben (siehe Abschnitt 2). Selten wird der
Bezug in den Mittelpunkt des Unterrichts gestellt. Genau das wird im Rahmen des in diesem Abschnitt
vorgestellten Konzepts exemplarisch versucht. Anstatt vom mathematischen Inhalt der Sinusfunktion
auszugehen, wird in der Erfahrungswelt der SuS begonnen. Im Zentrum stehen Musikinstrumente und
die Erzeugung bzw. Wahrnehmung von Tönen. Lerninhalte, die in der Erfahrungswelt der meisten SuS
einen Platz haben.
Neben der lernpsychologischen Betrachtung der Motivationssteigerung durch interessenförderlichen Un-
terricht, lässt sich die Forderung nach einem derartigen Ansatz auch aus den fachbezogenen Zielen des
Mathematikunterrichts, wie sie z.B. Zech formuliert hat, herleiten. Ziel des Mathematikunterrichts müs-
se „Die Fähigkeit, (einfache) Umweltsituationen zu mathematisieren“ [11, S. 60] und „Die Fähigkeit,
Umwelterscheinungen mathematischer Art zu verstehen [...]“ [ebd.] sein. Er formuliert darüber hinaus
als Kriterium für die Stoffauswahl im Mathematikunterricht dessen gesellschaftliche Relevanz [11, vgl.
S. 63], dessen fächerübergreifenden Bezug: „Inwieweit berührt der Stoff Inhalte anderer Schuldiszipli-
nen?“ und dessen Orientierung am Interesse der SuS: „Inwieweit kommt der Stoff Schülerinteressen (!)
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entgegen?“ [11, S. 64]. Eine rein innermathematische Betrachtung des Themas genügt also auch nicht
den Zielformulierungen der Mathematikdidaktik. Über die Fachziele des Fachs Mathematik hinaus bie-
tet die Verknüpfung an dieser Stelle großes Potential, die Konzepte Ton und Intervall aus der Musik mit
dem Konzept der mechanischen Schwingung aus der Physik und dem Konzept der Sinusfunktion aus
der Mathematik fächerübergreifend zu verknüpfen. Auch biologische Fragestellungen zur menschlichen
Wahrnehmung werden aufgeworfen. Dabei werden Kompetenzen wie mathematisches Modellieren und
naturwissenschaftliches Experimentieren deutlich stärker trainiert, als das im klassischen innermathema-
tischen Kontext der Fall wäre.
3.2. Fachliche Grundlagen und erste didaktische Überlegungen
Im Zentrum des Konzepts steht die Tonerzeugung von Musikinstrumenten. Ziel ist die Erarbeitung eines
mathematischen Modells, mit dessen Hilfe anschließend musiktheoretische und akustische Fragestellun-
gen beantwortet werden können. Der Untertitel der Arbeit lautet „Ein Zugang zur Sinusfunktion über
Schwingungen, Töne und Klänge“. Dieser Abschnitt beschreibt die fachlichen Grundlagen eben dieser
verschiedenen Teilgebiete - Funktionen, Sinus, Schwingungen, Töne und Klänge - und zu beachtende
Schüler*innenvorstellungen. Auf dieser Basis werden im weiteren Verlauf die konkreten Inhalte ausge-
wählt und didaktisch aufbereitet.
3.2.1. Der Funktionsbegriff
Funktionen sind heute ein zentraler Teil der Mathematik, der sich seit dem 17. Jahrhundert entwickelt
hat und unter anderem von Newton erstmals verwenden wurde [23, vgl. S.23f]. Dabei entwickelten sich
unterschiedliche Vorstellungen zum Funktionsbegriff:
• „Funktion als veränderliche Größe (ab 17. Jahrhundert),
• Funktion als analytischer Ausdruck (ab 18. Jahrhundert),
• Funktion als Zuordnung (ab 19. Jahrhundert),
• Funktion als Menge von Paaren (ab 20. Jahrhundert)“ [ebd.].
Die historische Entwicklung des Funktionsbegriffs soll hier aber nicht detailliert dargestellt werden. Da-
zu bietet das Werk von Greefrath, Ulm, et al. [23, S. 23-30] einen guten Überblick. Die Betrachtung des
Begriffs sollte aber im Kontext seiner historischen Entwicklung gesehen werden.
Für den Begriff der Funktion werden zwei Definitionen betrachtet, die jeweils einen anderen Aspekt
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betonen. Ein Aspekt wird dabei verstanden als Teilbereich eines mathematischen Begriffs, mit dem die-
ser fachlich charakterisiert werden kann [23, vgl. S. 46]. Für diese Betrachtung wird sich darüber hinaus,
wegen des schulischen Bezugs der Arbeit, auf Funktionen einer Variablen beschränkt. Die erste Defini-
tion der Funktion betont den Aspekt der Funktion als Zuordnung:
„Seien A und B Mengen. Eine Zuordnung, die jedem Element der Menge A genau ein
Element der Menge B zuordnet, nennt man Funktion“ [23, S. 44]. Die Menge A bezeichnet
man als Definitionsmenge, die Menge B als Zielmenge. ∀x ∈ A heißt das x zugeordnete
Element y ∈ B Funktionswert von x. Die Teilmenge vonB, die alle Funktionswerte enthält,
nennt man Wertemenge der Funktion [vgl. ebd.].
In der zweiten Definition wird die Funktion als Menge von Paaren verstanden:
Seien A, B Mengen und f ⊆ A×B eine Teilmenge des kartesischen Produkts. Dann nennt
man f Funktion, falls ∀x ∈ A ∃! y ∈ B| (x, y) ∈ f [23, vgl. S. 44].
Dabei stehen die Definitionen nicht im Widerspruch zueinander. Die Definition als Zuordnung, ist dabei
insbesondere für SuS leichter nachzuvollziehen, da sie dem intuitiven Bild von voneinander abhängigen
Größen entspricht. Beispiele finden sich hier beliebig viele. Der Sonnenstand hängt von der Tageszeit ab
(oder umgekehrt), die Fahrtzeit der Bahn von deren Geschwindigkeit usw.. Die Definition als Menge von
Paaren ist eleganter, da sie den nicht klar definierten Begriff der Zuordnung umgeht [vgl. ebd.].
Zu den hier betrachteten zwei Aspekten des Funktionsbegriffs - Zuordnungsaspekt und Paarmengen-
aspekt - gehören verschiedene Grundvorstellungen. Grundvorstellungen sind dabei laut vom Hofe und
Blum
„[...] mentale Modelle, die mathematische Inhalte an Handlungen oder Erfahrungswissen
der Lernenden knüpfen [20, vgl. S. 8].“
Zu einem Begriff kann es mehrere Grundvorstellungen geben. Diese ergänzen sich nicht zwangsläufig
und müssen nicht widerspruchsfrei sein. Je mehr Grundvorstellungen eines Begriffs gebildet und ver-
netzt werden, desto umfassender ist das Verständnis desselben [ebd.]. Grundvorstellungen sind also eine
inhaltliche Deutung eines mathematischen Begriffs, die von den Lernenden benötigt werden, um dem
Begriff einen Sinn zuzuordnen [23, vgl. S. 46].
Grundvorstellungen zum Funktionsbegriff sind nach Vollrath und Malle die folgenden:
• Zuordnungsvorstellung,
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• Kovariationsvorstellung,
• Objektvorstellung [23, vgl. S. 47ff].
Mit der Zuordnungsvorstellung beschreibt man eine Funktion als Objekt, das jedem Element einer De-
finitionsmenge genau ein Element einer Zielmenge zuordnet. Die Funktion f : R → R, x 7→ x2 ordnet
beispielsweise jedem x ∈ R dessen Quadrat zu. Für positive x kann das auch geometrisch als Fläche
eines Quadrats mit Seitenlänge x interpretiert werden [ebd.].
Bei der Kovariationsvorstellung liegt im Fokus, wie sich die Änderung einer Größe auf eine zwei-
te Größe auswirkt, bzw. wie die zweite durch die erste beeinflusst wird [ebd.]. Beispielsweise nimmt
die Geschwindigkeit eines beschleunigten Körpers streng monoton zu. Zur Grundvorstellung gehö-
rige Fragen sind solche nach der Veränderung einer Variablen in Abhängigkeit der anderen: Wenn
f : A→ B, x 7→ y: Wie ändert sich dann y bei Variation von x [ebd.]?
Die Objektvorstellung begreift die Funktion als ein Objekt, das einen Zusammenhang als ganzes be-
schreibt [23, vgl. S. 49]. Eine harmonische Schwingung wird beispielsweise von der Sinusfunktion be-
schrieben. Deutlich wird der Unterschied zur Zuordnungsvorstellung bei der Betrachtung des Funktions-
graphen. Während bei der Zuordnungsvorstellung die einzelnen Wertepaare im Fokus stehen, wird bei
der Objektvorstellung der Graph als Ganzes betrachtet [ebd.]. Wichtig ist die Objektvorstellung, weil sie
es ermöglicht, der Funktion als eigenes Objekt Eigenschaften wie Monotonie oder Stetigkeit zuzuordnen
und Operationen wie Addieren oder Integrieren darauf auszuführen.
Neben den sogenannten freien Variablen (z.B. x in der Funktion f(x)) können reelle Funktionen noch
weitere Variablen haben (z.B. a in der Funktion f(x) = a · sin(x), a ∈ R) [23, vgl. S. 57]. Die Varia-
ble x wird dabei im Sinne des Veränderlichenaspekt gesehen, umgangssprachlich auch „Laufvariable“
genannt, die Variable a unter dem Einzelzahlaspekt. Letztere wird also mit einer beliebigen aber festen
reellen Zahl identifiziert. An die zwei verschiedenen Aspekte sind auch verschiedene Grundvorstellun-
gen geknüpft. Zur besseren Unterscheidung, werden Variablen im Einzelzahlaspekt auch als Parameter
bezeichnet [ebd.]. Diese Bezeichnung wird auch in weiteren Verlauf dieser Arbeit verwendet.
Parameter können an verschiedenen Stellen in der Funktionsgleichung auftreten. Der Einfluss auf den
Funktionsgraph ist dabei im schulischen Kontext zentraler Punkt der Betrachtung [ebd.]: Steht der Para-
meter als Faktor außerhalb der Funktion, also g(x) = a · f(x), unterscheiden sich die Funktionen g(x)
und f(x) in einer Streckung um den Faktor a in Richtung der Ordinatenachse. Steht der Parameter als
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Faktor innerhalb der Funktion, also g(x) = f(b x), unterscheiden sich die Funktionen g(x) und f(x) in
einer Stauchung um den Faktor b in Richtung der Abszissenachse [23, vgl. S. 58ff]. Parameter können
auch additiv verknüpft vorkommen. Steht der Parameter als Summand innerhalb der Funktion, in der
Form g(x) = f(x + c), unterscheiden sich g(x) und f(x) in einer Verschiebung entlang der Abszis-
senachse in negativer Richtung. Bei g(x) = f(x) + d, also wenn der Summand außerhalb der Funktion
steht, unterschieden sich beide Funktionen in einer Verschiebung entlang der Ordinatenachse [ebd]. Die
hier vorgestellten Parameter können natürlich auch kombiniert werden. Die Parameter aus Funktionsgra-
phen abzulesen, ist in diesem Kontext eine typische Aufgabe im Mathematikunterricht. Das hängt auch
mit der praktischen Anwendung zusammen. Häufig werden Parameter verwendet, um reale Vorgänge
mit Funktionen zu modellieren. Den Parametern, kommt dann häufig eine reale Bedeutung, z.B. in Form
von Wachstumsraten, Ausgangspopulation einer Entwicklung usw. zu. Zum Verständnis des Paramete-
reinflusses muss von den SuS die Objekt- mit der Zuordnungsvorstellung kombiniert werden. Um sich
den Einfluss der Parameter zu erschließen, müssen die einzelnen Funktionswerte betrachtet werden. Die
Funktionen g(x) und f(x) in den obigen Beispielen müssen aber als Objekt betrachtet werden, um den
Unterschied bewerten zu können [ebd].
Anknüpfend an diese Betrachtung von Parametern im Einzelzahlaspekt sollen aber auch Vorstellungen
entwickelt werden, wie sich die Funktion in der Objektvorstellung in Abhängigkeit des Parameters ver-
ändert, der Parameter also im Veränderlichenaspekt betrachtet werden [23, vgl. S. 64ff]. Das setzt aber
eine gefestigte Objektvorstellung von Funktionen und einen sicheren Umgang mit Parametern im Ein-
zelzahlaspekt voraus.
3.2.2. Der Begriff Sinus und die zugehörigen Schüler*innenvorstellungen
In diesem Abschnitt werden die verschiedenen Aspekte des Sinus Begriffs, sowie die damit verknüpften
Grundvorstellungen von SuS diskutiert. Die vier im schulischen Rahmen vermittelten Grundvorstellun-
gen haben Salle und Frohn herausgearbeitet:
1. die Vorstellung vom Sinus als Verhältnis,
2. die Vorstellung vom Sinus als Projektion,
3. die Vorstellung vom Sinus als Seitenlänge im Einheitskreis,
4. die Vorstellung vom Sinus als Oszillation [ebd.].
Nimmt man den sächsischen Lehrplan als Beispiel, werden die ersten beiden Grundvorstellungen zum
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Sinus in der neunten Klasse im Rahmen des „Lernbereich 3: Rechtwinklige Dreiecke“ gebildet [21, vgl.
S. 26]. Konkret heißt es dort:
„Anwenden des Satzes des Pythagoras sowie der trigonometrischen Beziehungen Sinus,
Kosinus und Tangens im rechtwinkligen Dreieck beim Berechnen von Streckenlängen, Win-
kelgrößen, Flächeninhalten, Oberflächeninhalt und Volumen von Pyramide und Kreiskegel“
[ebd.].
Eingeführt wird der Sinus hier zumeist über das Seitenverhältnis von Gegenkathete (GK) und Hypotenu-
se (HP ) im rechtwinkligen Dreieck, entsprechend der ersten eben genannten Vorstellung. Anknüpfend
an die Vorstellung „Bruch als Verhältnis“ wird der Sinus in der Gleichung sin(β) = GKHP als solches
beschrieben [20, vgl. S. 8f]. Eine Verallgemeinerung auf ähnliche Dreiecke erfolgt zunächst nicht. Auch
eine Kovariationsvorstellung („Wie ändert sich der Sinus in Abhängigkeit des Winkels?“) ist noch nicht
vorhanden. Die Vorstellung ist also zu Beginn statisch und bezieht sich auf konkrete rechtwinklige Drei-
ecke [ebd.]. Das gilt auch für die Projektionsvorstellung, die sich dadurch von der Verhältnisvorstellung
unterscheidet, dass der Sinus als Faktor bei der Projektion der Hypotenuse auf die Gegenkathete inter-
pretiert wird [ebd.]. Die zum obengenannten Lernbereich gehörigen Aufgaben, also die Berechnung von
fehlenden Seitenlängen und Winkeln in verschiedenen rechtwinkligen Dreiecken, lassen sich auf Basis
beider Vorstellungen lösen. Je nach Aufgabe ist dabei eine Vorstellung intuitiver als die andere [ebd.].
Um die Vorstellung des Sinus auf Winkel größer gleich 90◦, sowie negative Winkel zu erweitern, ist
der Übergang zur Vorstellung vom Sinus am Einheitskreis notwendig. Voraussetzung dafür ist die Er-
kenntnis, dass der Sinus bei Betrachtung ähnlicher Dreiecke invariant ist. Damit lässt sich die Wahl der
Hypotenusenlänge eins und somit basierend auf der Verhältnisvorstellung die Identifikation des Sinus
mit der Länge der Gegenkathete rechtfertigen [ebd.]
sin(β) =
GK
HP
=
GK
1
= GK.
Alternativ können die Koordinaten des Punktes auf dem Kreis direkt als Projektion der Strecke von Null
zu diesem Punkt auf die Koordinatenachsen interpretiert werden. Diese Interpretation knüpft an die Pro-
jektionsvorstellung an [20, vgl. S. 10]. In Abbildung 1 sind vier Einheitskreise zu sehen. Die Länge
der Gegenkathete des Winkels β entspricht dem Wert des Sinus und ist entsprechend rot markiert. Für
β = 90◦ lässt sich kein Dreieck mehr definieren, trotzdem ist der Wert sin(90◦) = 1 anschaulich sofort
klar, da für diesen Winkel die Länge der GK gerade mit dem Radius des Kreisen zusammenfällt. An-
schaulich klar ist auch, welche Werte der Sinus für Winkel größer 90◦ annimmt. Die Vorstellung vom
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Abbildung 1: Einheitskreisbetrachtung des Sinus. Die Länge der rot markierten Gegenkathete
entspricht dem Sinus des Winkels β
Sinus am Einheitskreis ermöglicht neben der reinen Vergrößerung des Definitionsbereichs Betrachtun-
gen von Kovariation („Wie ändert sich der Sinus in Abhängigkeit des Winkels?“), das Abschätzen von
konkreten Werten des Sinus und eine Vorstellung des periodischen Charakters [ebd.]. Auf Basis der Vor-
stellung vom Sinus am Einheitskreis kann das Bogenmaß definiert werden und somit die Sinusfunktion
für reelle Koordinatensysteme sinnvoll verwendet werden [ebd.]. Dazu wird dem Winkel β die Länge
des entsprechenden Kreisbogens im Einheitskreis zugeordnet. 360◦ entsprechen also dem Umfang des
Einheitskreises:
360◦ = 2π rad
180◦
π
= 1 rad,
wobei rad nach dem Internationalen Einheitensystem eine Hilfseinheit für das Bogenmaß ist, da die
Größe eigentlich dimensionslos ist [28, vgl.].
Die Oszillationsvorstellung ermöglicht die Anknüpfung an Sachkontexte. Viele periodische Prozesse
lassen sich mit einfachen Sinusfunktionen unter Manipulation von Amplitude, Frequenz und Phasenver-
schiebung in Form der Parameter a, b, c in der Gleichung
f(x) = a · sin(b · (x− c)) + d
schon präzise modellieren. Der Parameter d verschiebt die Funktion auf der Ordinatenachse und ist bei
der Modellbildung von Schwingungsprozessen eher von untergeordneter Wichtigkeit. Für SuS ist der
Einfluss dieses Parameters aber besonders leicht nachvollziehbar, da die Analogie zur Manipulation von
linearen Funktionen deutlich wird. Auf Basis dieser Vorstellung können auch komplexere periodische
Prozesse als Summe von Sinusfunktionen im Sinne der Fourierreihen-Darstellung modelliert werden.
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Der Darstellung als Funktionsgraph kommt hier eine zentrale Rolle zu. Zeitliche Periodizität kann auf
diese Art räumlich erkannt und erfasst werden [20, vgl. S. 11].
In der Hochschulmathematik wird die Sinusfunktion als Potenzreihe definiert und somit eine fünfte
Vorstellung des Begriffs eingeführt. Dieses Vorgehen wird an dieser Stelle auf Basis der bisherigen
Vorstellungen plausibel gemacht: Durch die Verwendung des Bogenmaßes lässt sich die Sinusfunkti-
on sinnvoll als Funktion f(x) : R → R, x 7→ sin(x) definieren. Leitet man diese Funktion ab, findet
man, dass die vierte Ableitung der Funktion wieder die Funktion selbst ist f (4)(x) = f(x), da gilt
(sin(x))(4) = (cos(x))(3) = (− sin(x))(2) = (− cos(x))(1) = sin(x). Plausibel ist daher, dass gilt:
f(x) ist beliebig oft differenzierbar. Für beliebige n ergeben sich folglich die Funktionswerte an der
Entwicklungsstelle x = 0 wie folgt:
sin(4n+k)(0) =

0 wenn k = 0
1 wenn k = 1
0 wenn k = 2
−1 wenn k = 3.
Damit lässt sich die Sinusfunktion als Taylorreihe in der Form:
sin(x) =
∞∑
n=0
(−1)n x
2n+1
(2n+ 1)!
=
x
1!
− x
3
3!
+
x5
5!
∓ · · ·
schreiben [15, vgl.]. Umgekehrt zur hier gezeigten Herleitung ist diese Definition in der höheren Mathe-
matik der Ausgangspunkt. Sie ermöglicht neben reellen auch komplexe Argumente.
3.2.3. Grundbegriffe zu periodischen Prozessen und Schwingungen
Schnell gelangt man bei der Betrachtung von Instrumenten zu der Erkenntnis, dass „da überall was
schwingt.“ Die Wahrnehmung von Tönen hängt also in irgendeiner Form mit Schwingungen zusammen.
Um diese Bewegungen näher beschreiben zu können, unterscheidet man mehrere Begriffe. Beobachtet
man eine Bewegung, die sich in immer gleicher Weise wiederholt, bezeichnet man diese als „periodisch“.
Umgekehrt und allgemeiner kann man periodische Prozesse (also nicht zwangsläufig Bewegungen) also
auch wie folgt definieren:
„Ein Prozess heißt dann periodisch, wenn es einen kleinen (zeitlichen oder räumlichen)
Ausschnitt gibt, der alle Informationen über den Prozess enthält. Der kleinste (zeitliche oder
räumliche) Ausschnitt, der diese Bedingung erfüllt, wird als „Periode“ bezeichnet“ [19, vgl.
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S. 2].
Betrachtet man einen Prozess, der zeitlich periodisch verläuft, definiert man den Zeitraum, den der Pro-
zess zum Durchlaufen einer Periode benötigt als „Periodendauer“ T . Es gilt also y(t) = y(t + T ),
wobei y die betrachtete Zustandsgröße ist. Bei räumlich periodischen Prozessen spricht man analog von
„Periodenlänge“. Anstatt der Periodendauer verwendet man häufig die „Frequenz“ f , die reziprok zur
Periodendauer als f = 1T definiert ist. Insbesondere bei sehr kurzen Periodendauern (<< 1 s) ist die Fre-
quenz die anschaulichere Größe. Die Einheit der Frequenz ist [f ] = 1[T ] =
1
s = 1Hz nach dem Physiker
Heinrich Hertz. Periodische Prozesse sind in der Umwelt viele zu finden. Beispielsweise verlaufen alle
auf Umlaufbewegungen basierenden Prozesse wie Tag-Nacht-Wechsel oder Ebbe und Flut periodisch.
Abgrenzen vom Begriff der periodischen Bewegung muss man den Begriff der „Schwingung“. Schwin-
gungen sind „[...] mehr oder weniger regelmäßig erfolgende zeitliche Schwankungen von Zustandsgrö-
ßen [...]“ [6, S. 13] (Schwankungen von Zustandsgrößen sind hier im Sinne von „um einen Mittelwert“
gemeint) und damit nicht zwangsläufig periodisch. Zusätzlich kann man Schwingungen definieren, die
zumindest „fast periodisch“ sind. Als „fast periodische“ Schwingung wird eine Schwingung bezeichnet
wenn sie folgende Bedingung erfüllt:
|y(t)− y(t+ T )| < ε [6, vgl. S. 13f].
Dadurch ist sichergestellt, dass sinnvoll eine Periodendauer T und somit eine Frequenz f angegeben wer-
den kann. Bei Schwingungen ist für die Periodendauer auch der Begriff „Schwingungszeit“ gebräuchlich.
Hier wird er aber nicht weiter verwendet. Nützlich ist auch eine Unterscheidung in symmetrische und
nicht symmetrische periodische Schwingungen, wobei dabei eine Drehsymmetrie innerhalb der Periode
gemeint ist [6, vgl. S. 14]. Die Achsensymmetrie senkrecht zur Zeitachse ergibt sich selbstverständlich
aus der Periodizität.
Für periodische Schwingungen kann man darüber hinaus eine „Mittellage“ xm definieren, die im Falle
einer „symmetrischen“ Schwingung mit der Ruhe- oder Gleichgewichtslage, also jener Lage, in der das
schwingende System ohne äußeren Einfluss verbleibt und im Falle einer Dämpfung zurückkehrt, zusam-
menfällt. Mit ymin und ymax als minimalem und maximalem durchlaufenem Wert der Zustandsgröße y
folgt:
xm =
1
2
(ymax + ymin) [ebd.].
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Für periodische Schwingungen definiert man außerdem die „Amplitude“ ŷ als halben Wert der „Schwin-
gungsweite“, also des Bereiches, den die Zustandsgröße y während einer Periode durchläuft wie folgt:
ŷ =
1
2
(ymax − ymin) [ebd.].
Die Amplitude ist dabei ein Maß für die Stärke der Schwingung.
Dargestellt werden Schwingungen häufig in Weg-Zeit-Diagrammen, mit der Zeit auf der Abszisse und
dem Ausschlag auf der Ordinate. Die Mittellage xm definiert dabei den Nullpunkt der Ordinate [6, vgl.
S. 15]. Beliebt ist die Darstellung vor allem aus zwei Gründen. Erstens: Sie lässt sich häufig leicht direkt
Abbildung 2: Aufzeichnung der Schwingung einer Stimmgabel mit einer Kratznadel
aus der Schwingung erzeugen, indem das schwingende Objekt in irgendeiner Form eine Spur auf einem
mit konstanter Geschwindigkeit unter der Schwingung bewegtem Material hinterlässt. Ein Beispiel dafür
ist in Abbildung 2 zu sehen und stellt die Bewegung einer Rußplatte unter einer Stimmgabel mit Kratz-
nadel dar. Vom Prinzip her analoge Aufbauten sind beispielsweise Seismographen zur Aufzeichnungen
von Schwingungen der Erde. Der zweite Grund ist die räumliche Darstellung des zeitlichen Verlaufs.
Dadurch kann eine mögliche Periodizität optisch erkannt und die Periode identifiziert werden. Die Am-
plitude und die Periodendauer können dann direkt abgelesen werden.
Ein Beispiel für eine periodische, aber nicht symmetrische Schwingung ist in Abbildung 3 zu sehen. Es
Abbildung 3: Beispiel einer periodischen Schwingung. Tonaufnahme des Lautes „Em“
handelt sich um eine Tonaufnahme des Lautes „Em“. Eine mögliche Periode ist dabei markiert. Beispie-
le für periodische und symmetrische Schwingungen sind in Abbildung 4 mit einem Synthesizermodul
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(siehe Erklärbox 5) erzeugt und mit einem Oszilloskop sichtbar gemacht worden. Zu sehen sind dabei,
von oben links eine „harmonische“ Schwingung, eine gleichförmige Dreiecksschwingung, eine Säge-
zahnschwingung und unten links eine Rechteckschwingung. Alle vier haben die gleiche Frequenz und
die gleiche Amplitude. Die Periodizität ist dabei leicht zu erkennen. Auch die Drehsymmetrie findet
man schnell. Dazu definiert man die Perioden der Schwingungen jeweils, als zwischen den Durchgängen
durch die Gleichgewichtslage mit positiver Steigung tk und tk+1, sodass tk+1 − tk = T . Dann sind die
Perioden jeweils und somit das ganze Weg-Zeit-Diagramm zum Punkt (tk + T2 , 0) drehsymmetrisch.
Eine besondere Rolle kommt dabei der harmonischen Schwingung zu. Von einer solchen Schwingung
Abbildung 4: Beispiel periodischer und symmetrischer Schwingungen aus einem
Synthesizermodul
spricht man, „wenn der Zeitverlauf durch eine Sinus- oder Cosinusfunktion beschrieben wird, deren Ar-
gument eine lineare Funktion der Zeit ist“ [6, S. 15]. Wichtig sind harmonische Schwingungen vor allem
deshalb, weil sie sich in ungedämpft schwingenden Systemen ergeben, bei denen die Rückstellgröße (im
Falle eines mechanischen Systems die Rückstellkraft) proportional zur Auslenkung ist. Ein System in
dem sich die Rückstellgröße derartig verhält, nennt man „harmonischen Oszillator“.
3.2.4. Modellierung von Instrumenten
Solche Systeme kommen in der Natur häufig vor oder können zumindest häufig in Form eines vereinfa-
chenden Modells als Näherung verwendet werden [ebd.]. Auch eine Stimmgabel lässt sich gut mit einem
solchen beschreiben. Die auf den Körper wirkende Kraft FRS ist dabei von der Auslenkung x, sowie
einer konstante k abhängig FRS = −k · x. Das Hooksche Gesetz hat diese Form. Deshalb ist das Feder-
pendel eines der klassischen Beispiele für dieses Modell [8, vgl. S. 326]. Um eine Bewegungsgleichung
zu berechnen, wird die Rückstellkraft FRS nach dem zweiten Newtonschen Gesetz mit der Beschleuni-
gung ẍ mal der Masse m des Körpers gleichgesetzt. Da es sich bei der Beschleunigung um die zweite
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zeitliche Ableitung des Ortes handelt, (in der Physik häufig dargestellt in der Form ẍ) ergibt sich eine
gewöhnliche, lineare, homogene Differentialgleichung zweiter Ordnung:
m · ẍ = −k · x
ẍ = − k
m
· x mit ω20 =
k
m
⇒
ẍ+ ω20 x = 0.
ω0 ist dabei die „Eigenfrequenz“ des Oszillators, der mit der Frequenz f = ω02π schwingt [ebd.]. Lösen
lässt sich diese Gleichung z.B. mittels eines Exponentialansatzes. Die Lösung lässt sich beispielsweise
in der Form
x(t) = A · sin(ω0 t+ ϕ)
= A · sin(2π · f t+ ϕ)
darstellen. A ist dabei die Amplitude und ϕ die Phasenverschiebung.
Mit diesem Modell wird auch im vorgestellten Unterrichtskonzept gearbeitet. Gut geeignet ist es zur
Erklärung der grundlegenden Zusammenhänge zwischen Frequenz und wahrgenommener Tonhöhe: Je
höher die Frequenz, desto höher die wahrgenommene Tonhöhe und zwischen Amplitude der Schwin-
gung und wahrgenommener Lautstärke: Je größer die Amplitude der Schwingung, desto höher die wahr-
genommene Lautstärke.
Ein Problem des Modells ist, dass reale Schwingungsvorgänge stets einer Dämpfung unterworfen sind
und folglich nicht periodisch sein können. Die Beschreibung gilt also nur für kurze Zeitintervalle. Ein
zweites Problem ist, dass der schwingende Körper für das Modell als Massepunkt idealisiert wird. Mit
anderen Worten wird angenommen, dass jedes Instrument nur aus einem einzigen schwingenden Punkt
besteht. Folglich können klangliche Unterschiede zwischen verschiedenen Instrumenten, die aus dem
Entstehen von „Obertönen“ resultieren, nicht erklärt werden. Obertöne würden bei einem derartigen
Aufbau schlicht nicht entstehen. Spielt man auf einem realen Instrument einen Ton, so erklingt nie ein
reiner Sinuston, sondern immer ein Zusammenklang von Grund- und Obertönen. Das hat folgenden
Grund: Nachdem eine Saite an einer Stelle zum Schwingen angeregt wurde, pflanzt sich die Schwin-
gung im Material der Saite schnell als Welle fort. Da Saiten bei Instrumenten an beiden Enden fest sind,
bilden sich stehende Wellen auf der Saite aus. Diese stehenden Wellen haben jeweils Knotenpunkte an
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den Enden, können dazwischen aber beliebig viele zusätzliche Knoten haben. Die Welle, die nur zwei
Knoten an den Endpunkten hat, schwingt mit der Frequenz des Grundtons. Die mit einem Knoten in
der Mitte entsprechend mit der doppelten (was einer Oktave entspricht). Sie wird als erster Oberton be-
zeichnet. Der zweite Oberton hat zwei zusätzlichen Knoten, also die dreifache Frequenz (Quinte zum
ersten Oberton). Das Prinzip kann so fortgesetzt werden. Alle Obertöne erklingen gleichzeitig (nach ei-
ner Einschwingphase) mit dem Grundton, wobei die Amplitude üblicherweise mit steigender Frequenz
abnimmt. Das Lautstärkenverhältnis der verschiedenen Obertöne untereinander macht den spezifischen
Unterschied Schwingung und Welle
Zwei Begriffe, die nicht nur von SuS häufig durcheinander gebracht werden, sind Wellen und
Schwingungen. Daher werden die Begriffe hier nochmal gegenüber gestellt:
• Eine Schwingung ist eine zeitlich wiederholte Schwankung einer Zustandsgröße (in unserer
Betrachtung des Ortes) eines Systems.
• Eine Welle ist eine zeitliche und örtliche Änderung von Zustandsgrößen eines Systems. Bei
einer Welle findet ein Energietransport statt.
Eine Welle pflanzt sich also im Gegensatz zu einer Schwingung im Raum fort. Verwirrung
kommt häufig auf, da die grafische Darstellung einer Welle in einem Weg-Weg-Diagramm bei
Vernachlässigung der Achsenbeschriftung wie ein Weg-Zeit-Diagramm einer Schwingung aussieht
und gleichzeitig einzelne Punkte der Welle eine Schwingung ausführen, also die Darstellung eines
Punktes der Welle in einem Weg-Zeit-Diagramm wieder die einer Schwingung ist.
Erklärbox 2: Unterschied Schwingung und Welle
Klang eines Instruments aus.
Ein alternatives Modell, das diesen Prozess mit einbezieht lässt sich für Saiteninstrumente nach einer
Idee von Prof. Dr. Stefan Neukamm auf Basis der eindimensionalen Wellengleichung entwickeln:
m · d
2
dt2
u(t, x)− k d
2
dx2
u(t, x) = 0 ,wobei
u : [0, tEnde]× [0, l]→ R.
u ist dabei eine Funktion, die die Auslenkung der Stelle x der Saite (in Ruhelage) zum Zeitpunkt t
beschreibt. Die Masse der Saite ist mit m, die Steifigkeit mit k bezeichnet. Als Randbedingungen zur
Lösung der Gleichung nimmt man nun Folgendes an:
• Die Saite ist auf beiden Seiten eingespannt (u(t, 0) = u(t, l) = 0). Eine Annahme, die auf alle
Saiteninstrumente zutrifft.
• Die Saite wird zum Zeitpunkt t = 0 ausgelenkt und dann losgelassen (u(t = 0, x) = u0 und
d
dtu(t = 0, x) = 0). Das entspricht einer Zupfbewegung und schränkt das Modell dementspre-
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Menschliche Wahrnehmung von Tönen
Periodische Druckschwankungen des umgebenden Mediums können von Menschen auditiv, al-
so über die Ohren, wahrgenommen werden, wenn sie sich in einem bestimmten Frequenz- und
Schalldruckpegel-Bereich befinden, die sich individuell geringfügig unterscheiden. Der Schall-
druckpegel ist dabei ein Maß für die Intensität eines Schallereignisses und wie folgt definiert:
LP = 10 log10(
∆p
∆ps
)2 dB = 20 log10
∆p
∆ps
dB,
wobei p der Effektivwert des Schalldrucks des Schallereignisses und ps ein festgelegter Referenz-
wert ist, der die Hörschwelle des Menschen bei 1 kHz repräsentieren soll [8, vgl. S. 372f]. Ty-
pisch ist ein wahrnehmbarer Frequenzbereich von 20Hz bis 20 kHz, der mit dem Alter von oben
her abnimmt. Der wahrnehmbare Schalldruckbereich ist frequenzabhängig. Der minimal wahr-
nehmbare Schalldruckpegel wird Hörschwelle genannt und ist bei circa 4 kHz mit −10 dB am
niedrigsten. Der maximal auditiv wahrnehmbare Schalldruckpegel wird Schmerzgrenze genannt
und ist bei circa 1 kHz mit 135 dB maximal [ebd.]. Wahrgenommen wird der Schalldruckpe-
gel dabei als Lautstärke des Schallereignisses, die Frequenz als Tonhöhe. Dass der abgedeckte
Frequenz- (Faktor 1000) und Schalldruckpegelbereich (130 dB Differenz entsprechen etwa einem
Schallereignis mit um den Faktor 4.000.000 größeren Effektivwerts des Schalldrucks) so groß ist,
liegt an der logarithmischen Wahrnehmung beider Größen [10, vgl. S.150].
Treffen einzelne periodische Schwingungen als Druckwelle fortgepflanzt an unser Ohr, nehmen
wir diese als Töne war. Bei natürlichen Schwingprozessen ergeben sich neben der Grundfrequenz
häufig sogenannte „Obertöne“, deren Frequenzen ganzzahlige Vielfache der Grundfrequenz sind.
Der Zusammenklang wird dabei als ein Ton identifiziert. Die Grundfrequenz definiert dabei den
wahrgenommenen Ton, die Obertöne bestimmen die „Klangfarbe“ oder den „Sound“ (siehe auch
Erklärbox 4).
Auch der Zusammenklang mehrerer Töne wird zunächst als eine Empfindung verarbeitet und
mit einer Emotion verknüpft. Diese richtet sich dabei nach den Verhältnissen der Frequenzen
der beteiligten Töne und nicht nach der absoluten Frequenz der Töne. Dabei gilt grob: Mit je
kleineren natürlichen Zahlen sich das Frequenzverhältnis ausdrücken lässt, desto konsonanter
(besser) klingen sie zusammen. Beispiele sind die Oktave mit dem Frequenzverhältnis 1 : 2 und
die Quinte mit 2 : 3. Darüber hinaus spielen hier aber auch kulturelle und Gewöhnungsprozesse
eine Rolle.
Erklärbox 3: Menschliche Wahrnehmung von Tönen
chend ein, da eine solche Spieltechnik nur auf einigen Saiteninstrumenten wie Gitarre oder Geige
möglich und üblich ist. Ein Klavier wird angeschlagen und wäre daher besser mit den Randbedin-
gungen u(t = 0, x) = 0 und ddtu(t = 0, x) = v0 beschrieben.
Von u0 breitet sich für Zeiten t > 0 eine Welle innerhalb der Saite aus, die an den eingespannten Enden
reflektiert wird. Es bildet sich eine stehende Welle aus. Mit einem solchen Ansatz erhält man folgende
Lösung der Gleichung:
un(t, x) = sin(n
π
l
x) · cos(n
√
k
m
π
l
t), (1)
mit n ∈ N als Bewegungsgleichung aller Punkte x der Saite in Abhängigkeit der Zeit. In Abbildung 5 ist
die Gleichung beispielhaft für verschiedene Werte der Parameter n, k, l oder m dargestellt. Entlang der
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(a) n = 1; k = 9, 8; l = 6; m = 1 (b) n = 1; k = 9, 8; l = 3; m = 1
(c) n = 1; k = 9, 8; l = 6; m = 3 (d) n = 1; k = 30; l = 6; m = 1
(e) n = 2; k = 9, 8; l = 6; m = 1 (f) n = 3; k = 9, 8; l = 6; m = 1
Abbildung 5: Modell einer gezupften schwingenden Saite nach Gleichung 1. Die Grafiken (b) bis
(f) sind dabei von Grafik (a) in je einem der Parameter n, k, l oder m variiert.
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X-Achse (rot), ist der räumliche Verlauf der Saite zu sehen, entlang der t-Achse (grün) der zeitliche. Die
Grafiken (b) bis (f) sind dabei von Grafik (a) in je einem der Parameter n, k, l oder m variiert. Gut zu
erkennen, sind dabei folgende Zusammenhänge:
• Bei Verkleinerung der Länge l steigt die Frequenz (Vergleiche Abbildung (a) und (b)).
• Bei Vergrößerung der Masse m sinkt die Frequenz (Vergleiche Abbildung (a) und (c)).
• Bei Vergrößerung der Steifigkeit k steigt die Frequenz (Vergleiche Abbildung (a) und (d)).
• Bei Vergrößerung von n steigt die Frequenz (Vergleiche Abbildung (a) und (e,f)). Außerdem bilden
sich n+ 1 (inkl. der Enden der Saite) Knoten entlang der Saite.
Diese Erkenntnisse decken sich mit den Erfahrungen am Instrument insofern, dass dickere (und somit
schwerere) Saiten tiefere Töne produzieren, das Greifen (und somit das Verkürzen ihrer Länge) sowie
das stärkere Spannen (und somit das Erhöhen ihrer Steifigkeit) einer Saite zu höheren Tönen führt. Auch
die Existenz von Obertönen in Form von stehenden Wellen mit n < 1 wird von diesem Modell erklärt
und ist am Instrument nachzuvollziehen. Schlägt man eine Saite an und hält dabei den Finger leicht auf
einen der Knoten der stehenden Wellen mit n < 1, z.B. in der Mitte der Saite, so hört man deutlich den
Oberton, in diesem Beispiel die Oktave des Grundtons. Diese Spieltechnik wird als Flageolett bezeichnet.
Weiterhin nicht erklären lassen sich mit diesem Modell klangliche Unterschiede zwischen Saiteninstru-
menten, da es keine Aussagen über die Amplituden respektive Lautstärken der einzelnen Obertöne macht.
Welche Obertöne in einem Instrument in welcher Lautstärke erzeugt werden, wird als Obertonstruktur
des Instruments bezeichnet. Sie bestimmt den Klang und ist vom konkreten Aufbau des Instruments ab-
hängig. Aus Perspektive von Musiker*innen ist offensichtlich, dass die Form des Resonanzraums, das
Material des Korpus, der Saiten, der Brücke sowie beinahe alle anderen Feinheiten des Instruments den
Klang beeinflussen. Bestimmte Gitarrist*innen behaupten, das Jahr des Drahtes des Tonabnehmer her-
aus zu hören. Ein Modell, welches diese Unterschiede beschreiben will, müsste all diese Faktoren mit
einbeziehen.
3.2.5. Schüler*innenvorstellungen zu Schwingungen, Wellen und Tönen
Im Alltag wird von Tönen oft als Teilchen gesprochen, die sich durch den Raum bewegen „Der Ton
kommt aus dem Lautsprecher.“ Eine derartige Vorstellung setzt kein Medium zum Schallausbreitung
voraus, im Gegenteil gehen viele SuS davon aus, dass ein Medium wie Luft die Ausbreitung des Schalls
„bremst“ [18, vgl. S. 253f]. Das sei auch der Grund, dass Töne unter Wasser „dumpfer“ klingen würden.
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Eine Schallausbreitung sei demnach auch im luftleeren Raum möglich. Experimente, die den Schall-
druck spürbar machen, unterstützen diese Vorstellung [ebd.]. Diese Vorstellung eines Teilchentransports
prägt auch die Vorstellung einer Welle. Das Konzept eines Transports von Energie und Impuls ohne den
Transport von Materie, ist für SuS schwierig nachzuvollziehen, auch nehmen viele an, die Ausbreitungs-
geschwindigkeit hänge mit der angeregten Frequenz oder Amplitude zusammen [18, vgl. S. 198f].
Wellen werden im Konzept nur am Rande direkt thematisiert, eine klare Unterscheidung zu Schwin-
gungen ist aber essentiell, um Fehlvorstellungen zu vermeiden (Siehe Erklärbox 2). Die Tonerzeugung
am Instrument soll untersucht werden. Diese wird über mechanische Schwingungen modelliert. Diese
Schwingung pflanzt sich als Welle in der Luft fort und erreicht so unser Ohr.
3.2.6. Anwendung der entwickelten Modelle
Auf Basis der in Abschnitt 3.2.4 entwickelten Modelle können verschiedene musikalische und akusti-
sche Konzepte näher untersucht werden. Ein für die Musik zentrales Konzept ist dabei das der Inter-
valle. Damit werden Frequenzverhältnisse (also die wahrgenommene Tonhöhe) zweier gleichzeitig oder
nacheinander gespielter Töne beschrieben (siehe Erklärbox 4). Dies ist sinnvoll, da die menschliche
Wahrnehmung des Zusammenklangs mehrerer Töne primär von deren Verhältnis zueinander und nicht
von der absoluten Tonhöhe beider abhängt (siehe Erklärbox 3). Man unterscheidet zwischen konsonan-
ten („zusammenklingenden“) und dissonanten („ausseinanderklingenden“) Intervallen. Generell gilt: Je
kleiner die ganzen Zahlen, mit denen sich das Verhältnis der Frequenzen der beiden Töne eines Intervalls
ausdrücken lässt, desto konsonanter die Empfindung [14, vgl.]. Darüber hinaus ist die Empfindung von
Intervallen stark kulturell geprägt.
Eine zentrale Rolle in der Musiktheorie nimmt das Frequenzverhältnis 2 : 1 ein. Töne, die in diesem
Verhältnis zueinander stehen, verschmelzen besonders intensiv und werden häufig als einzelner Ton
wahrgenommen. Man bezeichnet diese Töne mit dem gleichen Buchstaben (z.B. c) und markiert die
unterschiedliche Tonhöhe mit Strichen am Buchstaben (z.B. c’). Da man den von diesen beiden Tönen
aufgespannten Frequenzraum in der westlichen Musik auf verschiedene Arten weiter in acht Teile unter-
teilt, nennt man dieses Intervall Oktave.
Andere Beispiele für Intervalle sind:
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Abbildung 6: Beispiel der Fourieranalyse eines Analogsynthesizers
Prime 1/1
große Terz 5/4
Quarte 4/3
Quinte 3/2
Bei Tasteninstrumenten führt die Definition von Intervallen als feste Frequenzverhältnisse aber zu Pro-
blemen. Auf einem Klavier ergeben zwölf übereinander geschichtete Quinten (32)
12 ≈ 129, 75 den glei-
chen Ton wie sieben übereinander geschichtete Oktaven 27 = 128. Die Verhältnisdifferenz von ≈ 1, 75
wird „Pythagoreisches Komma“ genannt und ist der Grund für die Notwendigkeit von Kompromissen
beim Stimmen von Tasten- und bundierten Instrumenten. Über die Jahrhunderte entwickelten sich da-
mit Stimmungen mit verschiedenen Vor- und Nachteilen: Rein gestimmte Instrumente können nur eine
Tonart rein spielen, mitteltönig gestimmte nur wenige Tonarten und in diesen schon mit gewissen Un-
reinheiten, wohltemperiert gestimmte alle Tonarten, manche reiner als andere, aber alle mit Unreinheiten,
gleichstufig gestimmte oder gleichmäßig temperiert gestimmte alle Tonarten gleich unrein. Heutzutage
sind die meisten Klaviere gleichstufig gestimmt, manche Orgeln und Cembali mitteltönig oder wohltem-
periert.
Eine andere mögliche Anwendung ist die Untersuchung des individuellen Klangs verschiedener Instru-
mente. Wie oben schon erwähnt, wird dieser durch die Obertonstruktur beschrieben und lässt sich nur
bedingt durch ein Modell voraussagen. Eine Analyse der Obertonstruktur eines aufgenommenen Instru-
ments ist dagegen technisch leicht umsetzbar. Mathematische Grundlage für eine solche Analyse ist die
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Abbildung 7: Darstellung der Funktion f(t) = a · sin(t) + b · sin(2t) + c · sin(3t) + d · sin(4t) in
der Software Geogebra
„Fourieranalyse“. Diese überführt eine periodische, abschnittsweise stetige Funktion in die einzelnen
Terme der „Fourierreihe“, einer Funktionenreihe aus Sinus- und Kosinusfunktionen bzw. Kosinus- oder
Sinusfunktionen wenn man die Phasenverschiebung verwendet. Mögliche Darstellungsformen sind:
f(t) =
a0
2
+
∞∑
k=1
Ak sin (kt− ϕk) oder
f(t) =
∞∑
k=1
(Ak cos(ωkt+Bk sin(ωkt))
mit ωk =
2πk
T
und B0 = 0 [9, vgl. S. 5].
Analysiert man auf diese Art nun die periodische Schwingung eines Instruments, liefert die Fourier-
analyse die einzelnen reinen Sinustöne mit zugehöriger Phasenverschiebung, Frequenz und Amplitude.
Analysieren bedeutet in diesem Fall das Bestimmen der Koeffizienten Ak und Bk. Diese erhält man aus
folgenden Integralen:
Ak =
2
T
∫ +T/2
−T/2
f(t) cos(ωkt) dt für k 6= 0,
A0 =
1
T
∫ +T/2
−T/2
f(t) dt, sowie
Bk =
2
T
∫ +T/2
−T/2
f(t) sin(ωkt) dt für k 6= 0 [9, vgl. S. 7f].
Im Unterricht plausibel machen, ohne es konkret zu behandeln, kann man dieses Verfahren, indem man
nicht harmonische aber periodische Schwingungen wie in Abbildung 3 betrachtet und diese als Summe
einiger Sinusfunktionen nähert. Das kann Beispielweise in der Software GeoGebra mit einigen Schie-
bereglern, die die Amplituden der Obertöne beeinflussen wie in Abbildung 7 umgesetzt werden. Die
wirkliche Analyse kann dann mit technischen Hilfsmitteln erfolgen. Nahezu jedes Audiobearbeitungs-
programm kann eine Fourieranalyse des vorliegenden Audiomaterials durchführen. Empfohlen werden
kann die Software Sonic Visualiser, die an der Queen Mary University of London, entwickelt wurde, da
sie verschiedene Analyse- und Darstellungsoptionen bietet und kostenlos plattformübergreifend verfüg-
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bar ist 2. Ein Beispiel für einen derart untersuchten Ton eines Synthesizers ist in Abbildung 6 zu sehen.
Die Darstellung erfolgt in einem sogenannten „Spektrogramm“. Dabei wird auf der Abszisse die Fre-
quenz der einzelnen Sinusfunktionen aufgetragen und auf der Ordinate die Amplitude. Die Darstellung
ist dabei doppelt-logarithmisch. Im Beispiel ist der Ton mit der höchsten Amplitude und somit der laute-
ste der Grundton bei circa 250Hz. Mit abnehmender Amplitude folgen der erste Oberton (Oktave) bei
etwa 500Hz, deutlich leiser der zweite Oberton (Duodezime bzw. Quinte zum ersten Oberton) bei etwa
750Hz, der dritte Oberton (Doppeloktave) wieder deutlich lauter bei etwa 1000Hz und so weiter.
3.2.7. Diagramme und damit verbundene Schwierigkeiten im Unterricht
Im modernen Informationszeitalter müssen immer mehr Daten erfasst und interpretiert werden. Das trifft
sowohl auf das berufliche, wie auch das private Leben zu. Egal ob Sportdaten, gesellschaftspolitische
Statistiken, Gesundheitsdaten, naturwissenschaftliche Untersuchungen oder Werbung: Alltäglich ist man
mit Daten und deren grafischer Aufbereitung konfrontiert. Dementsprechend wird die Erstellung und der
Umgang von und mit Diagrammen in unserer Gesellschaft eine immer zentralere Kompetenz [32, vgl.
S. 183f]. Sie ist zentral für die mündige gesellschaftliche Teilhabe im Sinne der von Klafki formulier-
ten Selbst- und Mitbestimmungsfähigkeit und somit zentrale Aufgabe der Schule [16, vgl. S. 36]. Den
Umgang mit Daten kann man in seinem Sinn auch als „epochaltypisches Schlüsselproblem“ bezeich-
nen [ebd.]. Die Rolle von Diagrammen ist von der Kultusministerkonferenz3 durchaus erkannt worden
und findet sich in den Bildungsstandards mehrerer Fächer wieder: Im Mathematikunterricht vor allem
in den Kompetenzen „Mathematisch Kommunizieren“ und „Mit symbolischen, formalen und techni-
schen Elementen der Mathematik umgehen [27, vgl. S. 15f]. Im schulischen Rahmen spielen dabei
Achsendiagramme eine große Rolle. Achsendiagramme werden verwendet um Zusammenhänge zwi-
schen voneinander abhängigen Werten in (zumeist) orthogonalen Koordinatensystemen zu veranschauli-
chen [13, vgl.]. In diese Kategorie fallen z.B. Balken- und Säulendiagramme oder Liniendiagramme, die
im Folgenden näher betrachtet werden sollen. Liniendiagramme sind grafische Darstellungen von funk-
tionalen Zusammenhängen zweier Größen mit kontinuierlichem Wertebereich. Mit anderen Worten: Der
Verlauf der Linie steht im Fokus, respektive der Verlauf der einen Größe in Abhängigkeit der anderen,
nicht die einzelnen Wertepaare. Liniendiagramme werden aus Wertepaaren generiert, dabei geht man
von einer abhängigen und einer unabhängigen Größe aus. Die Unabhängige wird dann auf der horizon-
talen Achse (Abszissenachse), die Abhängige auf der vertikalen Achse (Ordinatenachse) repräsentiert.
Die Wertepaare werden als Punkte in die einzelnen Quadranten des Diagramms gezeichnet. Die Punkte
2Die Software Sonic Visualiser der Queen Mary University of London kann unter folgendem Link kostenlos
heruntergeladen werden: https://www.sonicvisualiser.org.
3Eigenname, daher keine gendergerechte Bezeichnung
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werden bei ausreichender Zahl verbunden und damit die Zwischenwerte approximiert. Arbeitet man mit
fehlerbehafteten Wertepaaren (also z.B. mit realen Messungen) wählt man Kurven, die den Verlauf der
Wertepaare möglichst gut approximieren. Dazu gibt es verschiedene mathematische Verfahren, auf die
einzugehen hier aber nicht sinnvoll ist.
In Rahmen dieses Konzepts wird mit Weg-Zeit-Diagrammen gearbeitet, also Liniendiagrammen, auf
deren Abszissenachse die Zeit als unabhängige und auf der Ordinatenachse der Ort als abhängige Varia-
ble aufgetragen ist. Eindimensionale Bewegungen können somit im Zeitverlauf dargestellt werden, dabei
entspricht der momentane Anstieg der Kurve zu einem Zeitpunkt der Geschwindigkeit. Nirit Glazer hat
verschiedene Fehlvorstellungen und Schwierigkeiten im Umgang mit Diagrammen herausgearbeitet:
„In short the problems are
• confusing the slope and the height;
• confusing an interval and a point;
• considering a graph as a picture or a map;
• conceiving a graph as constructed of discrete points
• constructing an understanding of graphs presented during lectures appears to be a par-
ticularly difficult task;
• students’ tendency to sketch graphs always pass through the (0,0) point;
• the amount of information that is presented in the graph;
• an emphasis on x-y trend might lead to incomplete interpretation;
... “
[32, S. 199]
Für die hier betrachteten Weg-Zeit-Diagramme von Schwingungen ist beispielsweise das Problem „con-
fusing the slope and the height“ [ebd.] interessant. Das formulierte Problem entspricht der Erfahrung,
dass viele SuS irrtümlich glauben, die Geschwindigkeit eines schwingenden Körpers müsse an den Um-
kehrpunkten sehr hoch sein, da ja auch der Graph sehr weit ausgelenkt, die Feder also stark gespannt
(bzw. allgemeiner die rückstellende Kraft groß) ist. Das Problem „considering a graph as a picture oder
a map“ [ebd.] findet sich ebenfalls beim Betrachteten von Schwingungen in Weg-Zeit-Diagrammen.
SuS beschreiben die Bewegung eines Federschwingers beispielsweise als Schlangenlinie. Das Weg-Zeit-
Diagramm wird also irrtümlich als Weg-Weg-Diagramm betrachtet. Das Problem tritt insbesondere dann
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auf, wenn Bewegungen in der Ebene in Diagrammen eindimensional dargestellt werden. Auch „concei-
ving a graph as constructed of discrete points“ ist im Kontext von Weg-Zeit-Diagrammen weit verbreitet,
da sie im schulischen Kontext häufig aus Messwert- bzw. Wertetabellen generiert werden, wobei dieser
Ansatz ja der Realität der Datenauswertung entspricht und deshalb hier nicht als Ganzes kritisiert wer-
den soll. In bestimmten Kontexten können Diagramme aber direkt aus der Bewegung generiert und so
dieser Fehlvorstellung direkt vorgebeugt werden. Mehrere Ideen dazu sind in Abschnitt 3.4 des Konzepts
realisiert.
3.3. Didaktische Grundlagen
Im folgenden Abschnitt wird das Konzept in den Bildungsstandards und dem sächsischen Lehrplan ver-
ortet und das Vorwissen der Zielgruppe untersucht.
3.3.1. Rahmenbedingungen und Curriculumsbezug
Zunächst einmal ist zu klären, an wen sich das hier vorgestellte Konzept richtet und unter welchen Rah-
menbedingungen es sinnvoll durchführbar ist. Zielgruppe ist die zehnte Klasse eines Gymnasiums, wobei
sich diese Einordnung aus der Einordnung der behandelten Themen im sächsischen Lehrplan herleitet,
der hier als Beispiel und Ausgangspunkt dient. Der zentrale Anknüpfungspunkt des Konzepts im Ma-
thematikunterricht stellt die Einführung der Sinusfunktion dar. Im sächsischen Lehrplan findet diese zu
Beginn der 10. Klasse im „Lernbereich 1: Wachstumsprozesse und periodische Vorgänge“ statt. Konkret
heißt es dort [21, S. 29f]:
• „Einblick gewinnen in periodische Prozesse (Ebbe und Flut, Sonnenaktivität, EKG)
• Anwenden der Sinusfunktion zum Beschreiben von periodischen Vorgängen
– Grad- und Bogenmaß
– Graph, Eigenschaften
– Einfluss von Parametern auf den Verlauf der Graphen und auf die Eigenschaften
der Sinusfunktion für die Fälle c · f(x); f(x) + c; f(x+ c); f(c · x)
• Ausblick auf gedämpfte Schwingung“
Parallel wird in der Physik der „Lernbereich 1: Mechanische Schwingungen und Wellen“ behandelt.
Mechanischen Schwingungen werden auch als Basis zur Modellbildung innerhalb des hier vorgestellten
Konzepts thematisiert, sodass sich bei einem dem Lehrplan folgenden Unterrichtsverlauf eine fächerver-
bindende Arbeitsweise hier anbietet, insbesondere, da beinahe alle Inhalte des Lernbereichs zum Thema
Schwingungen mit abgedeckt werden [24, S. 28]:
31
• „Beherrschen des Arbeitens mit physikalischen Größen zur Beschreibung mechani-
scher Schwingungen
– Entstehen einer Schwingung
– Auslenkung, Amplitude, Periodendauer, Frequenz
– gedämpfte und ungedämpfte Schwingungen y(t)-Diagramm.“
Die Anknüpfung an die Wahrnehmung von Tönen wird außerdem direkt angesprochen [ebd.]:
• Einblick gewinnen in die Akustik
– Zusammenhang Tonhöhe – Frequenz
– Zusammenhang Lautstärke – Amplitude“
Die Umsetzung ist selbstverständlich auch in anderen Klassenstufen und mit anderen Curricula mög-
lich. Für diese Arbeit wurde das Konzept z.B. an einer Waldorfschule in der elften Klasse erprobt, da
das dortige Curriculum anders konzipiert war. Aufgrund der abstrakt definierten Begriffe und deren Ver-
knüpfung müssen die SuS die Formal-operationale Entwicklungsphase nach Piaget erreicht haben und
somit die „[...] Fähigkeit zu abstraktem und systematischem Denken nach formallogischen Regeln [...]“
besitzen [29, S. 29]. In der zehnten Klasse und somit einem Durchschnittsalter von etwa 16 Jahren kann
man davon ausgehen. Unabhängig vom geistigen Entwicklungsstand der Jugendlichen muss natürlich
das entsprechende Vorwissen vorhanden sein, das unten diskutiert wird.
Die Größe der Klassen mit denen gearbeitet werden kann, richtet sich an den meisten Schulen vermut-
lich nach dem vorhandenen Material, da an verschiedenen Stellen mit Instrumenten, Oszilloskopen oder
Software auf Laptops gearbeitet wird. Derartige Arbeitsphasen sind zumeist als Gruppenarbeit ange-
legt, allerdings nicht mehr zielführend, wenn beispielsweise zehn SuS gemeinsam an einem Oszilloskop
Messungen durchführen. Im Optimalfall sollten SuS jeweils paarweise ein Instrument sowie zu viert
ein Oszilloskop sowie einen Laptop zur Verfügung haben. Durchgeführt wurde das Konzept (siehe Ab-
schnitt 4) mit einer halbierten Klasse mit 15 SuS. In dieser Gruppengröße ließ sich angenehm arbeiten.
In den freien Arbeitsphasen konnte auch individuell die nötige Unterstützung gegeben werden. Im Rah-
men einer fächerverbindenden Arbeitsweise, wäre eine solche Klassengröße auch in der Regelschule
problemlos realisierbar.
3.3.2. Das Konzept und die KMK Bildungsstandards
Die Kultusministerkonferenz (KMK) folgt in ihrer Auffassung zur Aufgabe des Mathematikunterrichts
Heinrich Winter, der formulierte, dass alle Lernenden folgende Grunderfahrungen vermittelt bekommen
müssen:
32
• „Mathematik als Werkzeug, um Erscheinungen der Welt aus Natur, Gesellschaft, Kultur, Beruf
und Arbeit in einer spezifischen Weise wahrzunehmen und zu verstehen,
• Mathematik als geistige Schöpfung und auch deduktiv geordnete Welt eigener Art,
• Mathematik als Mittel zum Erwerb von auch über die Mathematik hinausgehenden, insbesondere
heuristischen Fähigkeiten. [26, S.11].“
Das hier vorgestellte Konzept gehört dabei eindeutig zur ersten Grunderfahrung. Töne als Erscheinung
aus der Natur werden modelliert, um sie und ihre Wahrnehmung durch den Menschen besser zu ver-
stehen. Die KMK hat im Weiteren für den Mathematikunterricht in der Schule sechs allgemeine ma-
thematischen Kompetenzen und fünf Leitideen definiert, an denen diese Kompetenzen gelernt werden
sollen.
Allgemeine mathematische Kompetenzen Leitideen
Mathematisch argumentieren (K1) Algorithmus und Zahl (L1)
Probleme mathematisch lösen (K2) Messen (L2)
Mathematisch modellieren (K3) Raum und Form (L3)
Mathematische Darstellung verwenden (K4) Funktionaler Zusammenhang (L4)
Mit symbolischen, formalen und technischen
Elementen der Mathematik umgehen (K5)
Daten und Zufall (L5)
Mathematisch kommunizieren (K6)
[26, S.11].
Dieses Konzepts berührt dabei primär die Leitidee „Funktionaler Zusammenhang“. In den Bildungs-
standards für den mittleren Schulabschluss (die zugleich die Standards für die zehnte Klasse des Gymna-
siums sind) heißt es dort konkret: „Die Schülerinnen und Schüler verwenden die Sinusfunktion zur Be-
schreibung von periodischen Vorgängen“ [27, S. 12]. Darüber hinaus werden Standards aus den Leitideen
Messen (praktische Anwendung des Messprinzips, Umgehen mit Einheiten, Bestimmen von Verhältnis-
sen aus trigonometrischen Zusammenhängen) und Raum und Form (Umgang mit Koordinatensystem,
Verwenden von Geometriesoftware) angesprochen [27, vgl. S. 10f]. Auf Seite der mathematischen Kom-
petenzen steht das mathematische Modellieren (von Tönen), das Verwenden mathematischer Darstel-
lungen und das mathematisch Kommunizieren im Mittelpunkt. Im Sinne der Bildungsstandards sind die
im Konzept behandelten Modellierungsschritte dabei im zweiten (Zusammenhänge herstellen) bis drit-
ten Anforderungsbereich (Verallgemeinern und Reflektieren) anzusiedeln, da die Modellierung mehrere
Abstraktionsschritte umfasst und das erarbeitete Modell diskutiert und hinterfragt wird [27, vgl. S. 14].
33
Die Kompetenzen des Kommunizierens und Verwendens mathematischer Darstellungen werden insbe-
sondere bei der Erstellung und Interpretation von Weg-Zeit-Diagrammen von Schwingungen gebraucht
und geübt. In den einzelnen Arbeitsphasen des Konzepts werden auch die anderen fünf Kompetenzen
geübt, an dieser Stelle wird daher auf eine Aufzählung verzichtet. Anstatt dessen wird an der entspre-
chenden Stelle im Konzept darauf hingewiesen, welche mathematischen Kompetenzen nötig sind bzw.
geübt werden.
3.3.3. Vorwissen
Das Vorwissen zum Begriff Sinus beschränkt sich im Kontext des sächsischen Lehrplans auf das Wissen
aus „Lernbereich 3: Rechtwinklige Dreiecke“ in der neunten Klasse [21, vgl. S. 26]
„Anwenden des Satzes des Pythagoras sowie der trigonometrischen Beziehung den Sinus,
Kosinus und Tangens im rechtwinkligen Dreieck beim Berechnen von
• Streckenlängen, Winkelgrößen, Flächeninhalten
• Oberflächeninhalt und Volumen von Pyramide und Kreiskegel [ebd.]“
Die Betrachtung am Einheitskreis wird nicht gefordert, explizit soll sich auf das Gradmaß beschränkt
werden [ebd.]. Bezogen auf die in Abschnitt 3.2.2 diskutierten Vorstellungen zum Sinus kann man also
zu Beginn dieses Konzepts von der Vorstellung vom Sinus als Verhältnis oder Projektion ausgehen. Was
natürlich nicht heißt, dass diese nicht wiederholt und wachgerufen werden sollten. Die Vorstellung vom
Sinus am Einheitskreis sollte dann an die vorhandene Vorstellung anknüpfen. Auch das wurde in Ab-
schnitt 3.2.2 schon diskutiert. Häufig ist die Betrachtung am Einheitskreis auch schon bekannt, obwohl
sie nicht (mehr) im Lehrplan steht. Viele LuL behalten ihren alten Unterricht bei oder schätzen Einheits-
kreisbetrachtung als Anschauung.
Um den Sinus als Funktion interpretieren zu können, ist natürlich ein Verständnis des Begriffs Funktion
elementar. Im sächsischen Lehrplan wird der Begriff in Klasse acht im Lernbereich 3: „Funktionen und
lineare Gleichungssysteme“ am Beispiel linearer Funktionen eingeführt [21, vgl. S. 22]. Dem voraus
geht die erste Betrachtung von Weg-Zeit-Diagrammen gleichförmiger Bewegungen s ∼ t im Lernbe-
reich 2 der sechsten Klasse im Physikunterricht [24, vgl. S. 10]. Neu im Lernbereich 3 der Klasse acht ist
die Beziehung von Graph und Funktionsgleichung. Die aus der Physik bekannten Weg-Zeit-Diagramme
gleichförmiger Bewegungen werden in diesem Lernbereich mit Hilfe linearer Funktionen modelliert. Ein
Konzept, welches analog zu dem hier diskutierten betrachtet werden kann. Vertieft wird die Modellierung
nochmal im Wahlpflichtbereich der gleichen Klassenstufe. Im Lernbereich Wahlpflicht 2 „Lineare Opti-
mierung “ sollen Beispiele aus der Ökonomie und Erfahrungswelt der SuS modelliert werden [21, vgl. S
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24]. In der neunten Klasse wird das Wissen zu Funktionen im Lernbereich 1 :„Funktionen und Potenzen“
weiter ausgebaut. Explizit werden Potenzfunktionen neu eingeführt und auf Definitionsbereich, Wertebe-
reich, Nullstellen, Polstellen, asymptotisches Verhalten, usw. hin untersucht, also klassische Funktions-
analysen durchgeführt [21, vgl. S. 25f]. Wichtiges Vorwissen für den hier angestrebten Modellierungs-
prozess ist auch der Einfluss von Parametern auf Funktionen in der Form: c · f(x); f(x) + c; f(x + c)
[ebd.].
Wichtiges physikalisches Vorwissen ist neben dem eben schon betrachteten ersten Kontakt zu Weg-Zeit-
Diagrammen in der sechsten Klasse vor allem der Lernbereich 3 „Bewegungsgesetze“ in der neunten
Klasse [24, vgl. S. 24f]. An dieser Stelle wird der Begriff Bewegung als Ortsänderung in einer Zeit defi-
niert und geradlinige Bewegungen von Kreisbewegungen und Schwingungen abgegrenzt. Das an dieser
Stelle eingeführte Modell des Massepunktes ist auch Ausgangspunkt der Modellbildung im Rahmen des
hier vorgestellten Konzepts [ebd.]. Die Rolle des parallel zum Lernbereich 1: „Wachstumsprozesse und
periodische Vorgänge“ in Mathematik diskutierten Lernbereichs 1: „Mechanische Schwingungen und
Wellen“ in Physik wurde oben schon diskutiert.
Bleibt noch das musikalische Vorwissen. Hier wird bewusst nicht viel vorausgesetzt. Als mögliches
Vorwissen zum Aufbau von Instrumenten sind im Lehrplan für Musik lediglich zwei Stunden in Klas-
senstufe sechs zu finden: „Wahlpflicht 3: Instrumentenbau“ [25, vgl. S. 12]. Während ab der fünften
Klasse „Spielen auf Melodie- und Rhythmusinstrumenten nach Noten und Gehör [...]“ jährlich wieder
im Lehrplan zu finden sind, tauchen musiktheoretische Grundlagen gar nicht auf. Die Begriffe Akkord,
Intervall, Dur oder Moll werden im sächsischen Lehrplan nicht einmal erwähnt (Dokumentensuche nach
diesen Begriffen in [25]). Da aber viele SuS privat Instrumental- bzw. Musikunterricht nehmen muss was
das musiktheoretische Vorwissen angeht, mit einer stark heterogenen Struktur gerechnet werden. Insbe-
sondere hier gilt es direkt Differenzierungen mit einzuplanen. Auch unterscheiden sich einzelne Schulen
stark in ihrem musikalischen Konzept.
3.4. Einführung: Instrumentenanalyse - Töne als Wahrnehmung von
Schwingungen
In diesem ersten Teil des Konzepts kommen die SuS in Kontakt mit der Thematik, indem verschiedene
Instrumente auf den Mechanismus ihrer Klangerzeugung hin untersucht werden. Dabei wird an intuitives
Wissen -„Da schwingt immer irgendetwas.“- und Vorerfahrungen - „Die dicken Saiten machen die tiefen
Töne“ - angeknüpft. Die Schwingungen werden dazu aufgezeichnet und grafisch analysiert. Es entste-
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Ton, Klang, Geräusch
Eine wichtige Grundlage ist die Unterscheidung zwischen den Phänomenen Klang, Ton und
Geräusch. Problematisch sind vor allem die ersten beiden Begriffe, da sie in der physikalischen
Akustik, der Musiktheorie und der Umgangssprache verschieden verwenden werden. Die physika-
lische Akustik trennt die Begriffe sehr scharf, weshalb diese hier zuerst diskutiert werden:
• Ton: eine reine harmonische Schwingung, deren Amplitude konstant ist oder sich
zumindest nur langsam gegen die Schwingungsdauer T ändert. Die Tonhöhe wird durch
die Frequenz ν, die Tonstärke durch das Quadrat der Schwingungsamplitude A2
bestimmt.
• Klang: eine periodische, aber nicht rein sinusförmige Schwingung, deren Fourier-Zerlegung
eine Summe von Sinus- bzw. Kosinusschwingungen ergibt. Ein Klang ist also eine
Überlagerung verschiedener Töne.
• Geräusch: ein vollkommen unperiodischer Schwingungsvorgang, bei dem die Frequenzen
und Amplituden seiner Fourier-Komponenten zeitlich statistisch schwanken [8, S. 371].
Entsprechend dieser Definition müsste man aber bei jedem Anspielen eines realen Instruments
von Klängen sprechen, da zusätzlich zum gespielten Grundton immer Obertöne klingen. In der
Musik und in der Umgangssprache spricht man hier aber von Tönen. Ansonsten könnte man
beim Anspielen eines Akkords entsprechend nicht von einzelnen Tönen sprechen, die zusammen
einen Klang bilden, sondern müsste von mehreren Klängen, die einen neuen Klang bilden, spre-
chen. Zur Beschreibung musikalischer Zusammenhänge ist die physikalische Definition also nicht
sinnvoll. Da in dieser Arbeit aber sowohl Fragestellungen der physikalischen Akustik als auch
der Musiktheorie besprochen werden, wird mit folgendem Kompromiss gearbeitet: Eine har-
monische Schwingung wird unstrittig als Ton bezeichnet. Aber auch die von einem Instrument
erzeugten Schwingungen bei Tastendruck oder Anschlagen einzelner Saiten, werden als Töne be-
zeichnet, obwohl es sich akustisch genau genommen um einen Zusammenklang zwischen dem
Grund und den zugehörigen Obertönen, also im physikalischen Sinne um einen Klang, handelt.
Der Begriff des Klangs wird hier nur verwendet, wenn der Zusammenklang zwischen verschiede-
nen Tönen, inklusive Grund- und Obertönen, explizit Thema ist.
Erklärbox 4: Unterschiede Klang, Ton und Geräusch
hen Weg-Zeit-Diagramme, an denen die Begriffe „Periode“, „periodisch“, „Frequenz“ und „Amplitude“
eingeführt und mit der Wahrnehmung von Lautstärke und Tonhöhe in Verbindung gebracht werden. Die
Begriffe werden in den folgenden Teilen dann sukzessive erweitert. Zentral in diesem Abschnitt ist die
Arbeit mit Diagrammen.
3.4.1. Didaktisches Konzept Instrumentenanalyse
Das hier vorgestellte Konzept ist in die Abschnitte 3.4, 3.5 und 3.6 unterteilt. Dabei folgt das Konzept
insgesamt im Großen dem EIS-Prinzip nach Bruner [11, vgl. S. 117]. In diesem Abschnitt wird zunächst
enaktiv das Thema Schwingungen untersucht und in ikonische Darstellungen in Form von Weg-Zeit-
Diagrammen überführt. Im zweiten Teil des Konzepts (Abschnitt 3.5), folgt schließlich die symbolische
Betrachtung in Form der mathematischen Modellierung von harmonischen Schwingungen. Im Sinne des
operativen Prinzipien [11, vgl. S. 115ff] erfolgt dabei stets der Rückbezug auf die ursprüngliche Anwen-
dung, die insbesondere im dritten Abschnitt nochmal betont wird. Im auf diesen folgenden Abschnitt
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3.4.2 sind die Inhalte des Konzepts übersichtlich in Form eines Verlaufsplans dargestellt. Für diesen und
die Verlaufspläne gilt dabei, dass sie eine Übersicht über die thematisierten Inhalte geben sollen. Es wer-
den nicht nochmal alle Inhalte detailliert wiederholt. Die Verlaufspläne sind explizit nicht zur direkten
Verwendung im Unterricht ausgelegt.
Begonnen wird dieser Teil, und damit das gesamte Konzept, mit der Vorstellung und Motivation des
Themas. Für SuS kann das Thema allgemeiner als „Was hat Mathe mit Musik zu tun?“ (Motivation mit-
tels Vernetzung zur Lebenswelt der SuS [11, vgl. S. 191ff]) formuliert werden. Problemstellungen, die
im Laufe des Konzepts beantwortet werden, sollten hier ebenfalls formuliert werden (Motivation mit-
tels Problematisierung [11, vgl. S. 190]): „Warum klingen bestimmte Töne „gut“ zusammen und andere
„schlecht“?“, „Warum klingt der gleiche Ton auf verschiedenen Instrumenten unterschiedlich?“ Diese
Fragen sollten mit den vorhandenen Instrumenten anschaulich im Sinne eines Freihandexperiments ge-
zeigt werden.
Im Anschluss an die Motivation sollen verschiedene Instrumente auf die Frage hin, wie sie Töne er-
zeugen, untersucht werden. Vermutungen werden zu jedem Instrument auf daneben liegenden Karten
notiert und an der Tafel mit Magneten gesammelt. Kognitives Lernziel ist dabei das Folgende:
• Die SuS erkennen, dass die Gemeinsamkeit aller Instrumente darin besteht, verschiedene Arten
von Schwingungen zu erzeugen, und dass die Töne durch diese Schwingungen erzeugt werden.
Welche Instrumente hier zur Verfügung stehen, hängt natürlich von den Rahmenbedingungen der Schu-
le ab. Empfehlenswert ist es aber, sowohl Instrumente zu verwenden, bei denen der Zusammenhang
zwischen Schwingung und Tonerzeugung offensichtlicher ist (hier bieten sich beispielsweise Saitenin-
strumente an), als auch solche, bei denen der schwingende Teil des Instruments nicht gleich zu sehen ist
(beispielsweise Blasinstrumente). Durch die Variation des Unwesentlichen (operatives Prinzip [11, vgl.
S. 119]) (hier dem Material oder der Form des schwingenden Teils des Instruments, Bauform des In-
struments und so weiter), wird das Wesentliche, nämlich dass bei jedem Instrument in irgendeiner Form
Schwingungen erzeugt werden, hervorgehoben. Im Rahmen dieser Phase sollte den SuS die Zeit zuge-
standen werden, sich mit verschiedenen Instrumenten vertraut zu machen. Je nach Instrument, beispiels-
weise bei einer Trompete, stellt das Spielen von Tönen durchaus eine Herausforderung dar und kann
deshalb als separates psychomotorisches Ziel formuliert werden:
• Die SuS können auf den bereitgestellten Instrumenten einzelne Töne spielen.
Darüber hinaus fördert die enaktive Auseinandersetzung mit dem Lerngegenstand die Bereitschaft zur
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ikonischen und symbolischen Auseinandersetzung, sodass die Entwicklung dieser Bereitschaft als affek-
tiertes Lernziel der Phase verstanden werden sollte [11, vgl. S. 192]. Zum Abschluss der Phase sollen die
an der Tafel gesammelten Karten in einer Plenumsdiskussion nach Gemeinsamkeiten sortiert und damit
das oben beschriebene kognitive Lernziel der Phase gesichert werden. Dabei kann es sinnvoll sein, die
Tonerzeugung einzelner Instrumente noch einmal zu besprechen. Zum Beispiel bei den oben genannten
Instrumenten, bei denen die Tonerzeugung nicht offensichtlich ist. Der grundsätzliche Zusammenhang,
dass Schwingungen die Ursache von Tönen darstellen, ist für SuS leicht nachzuvollziehen (siehe Ab-
schnitt 4). Der Begriff Schwingung liegt dabei bei vielen SuS als „Als-ob-Vorstellungen“ vor4. Im Un-
terrichtsgespräch sollte daher z.B. in Form der Impulsfrage: „Was ist eine Schwingung?“ zumindest eine
Arbeitsdefinition gefunden werden. Eine häufige und für die Betrachtung ausreichende Formulierung ist
z.B. die Charakterisierung als „Hin-und-Her-Bewegung um eine Ruhelage“. Implizit angenommen wird
dabei die Tatsache, dass es sich um eine Bewegung, also eine Änderung des Ortes im Verlauf der Zeit,
handelt. Betont man diese Tatsache an dieser Stelle, fällt die Darstellung von Schwingungen im Weg-
Zeit-Diagramm anschließend leichter.
Die als Ursache für Töne charakterisierten Schwingungen sollen in der nächsten Phase näher unter-
sucht werden. Die kann durch die am Anfang formulierten Fragen motiviert werden. Als ein auf das
Grundprinzip der Tonerzeugung reduziertes Instrument dient dabei eine Stimmgabel. Mit dieser wird ein
Freihandexperiment durchgeführt. Mit einer an der Spitze der Stimmgabel befestigten Kratznadel wird
dabei über eine gerußte Glasplatte gestrichen5. Schlägt man die Stimmgabel vorher an, ergeben sich
Kratzspuren, wie sie in Abbildung 2 zu sehen sind. Diese können als Weg-Zeit-Diagramm der Schwin-
gung interpretiert werden. Diese Interpretation ist das kognitive Lernziel des Experiments:
• Die SuS interpretieren die Aufzeichnung des Schwingungsverlaufs einer Stimmgabel auf einer
Rußplatte als Weg-Zeit-Diagramm.
• Die SuS kennen die Darstellung in Weg-Zeit-Diagrammen als Möglichkeit zur Untersuchung von
Schwingungen (bzw. Bewegungen im Allgemeinen).
Falls es sich realisieren lässt, sollte dieses Experiment von den SuS selbst durchgeführt werden. Dazu
4Den Begriff „Als-ob-Vorstellungen“ von Begriffen prägte Horst Schecker. Damit sind Vorstellungen der SuS von
Begriffen gemeint, die in einem gegebenen Kontext der fachlichen Definition entsprechen, aber ohne dass SuS
diese formulieren könnten. Im Beispiel des Begriffs Schwingung würden sich Lernende laut Schecker so äußern
und Aufgaben so bearbeiten, als ob sie davon ausgingen, eine Schwingung sei die zeitliche Änderung einer Zu-
standsgröße. Wichtig sei eine klare Unterscheidung zwischen Schüler*innenäußerungen und dahinterstehenden
Vorstellungen [18, vgl. S. 9f].
5Viele für den Physikunterricht hergestellten Stimmgabeln haben ein Gewinde, um eine solche Kratznadel an-
schrauben zu können. Alternativ kann an jede Stimmgabel mit Sekundenkleber ein sehr dünnes Stück Blech
geklebt werden. Je tiefer die Stimmgabel ist, desto besser ist die Schwingung mit dieser Methode sichtbar zu
machen. Im Rahmen der Erprobung wurde eine Stimmgabel mit einer Frequenz von 128 Hertz verwendet
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reichen auch wenige Stimmgabeln aus, da das eigentliche Aufzeichnen der Kratzspur nur wenige Se-
kunden dauert. Die SuS verknüpfen bei diesem Experiment intuitiv die Stärke des Anschlags mit der
Lautstärke des Tons und der Amplitude der Schwingung. Darauf kann später Bezug genommen werden,
wenn eben dieser Zusammenhang thematisiert wird. Darüber hinaus kann über die Geschwindigkeit, mit
der die Stimmgabel über die Platte bewegt wird, intuitiv die Skalierung der Zeitachse variiert werden.
SuS bewegen ihre Hand bei diesem Experiment intuitiv so, dass sich eine periodische Schwingung ergibt.
Das spiegelt die Erwartungshaltung wieder. Implizit ist dabei das psychomotorische Lernziel, die für das
Experiment nötigen Fertigkeiten: kontrolliertes Anschlagen der Stimmgabel, ruhiges aber zügiges Füh-
ren dieser auf der Rußplatte, zu vermitteln. Im Rahmen der von der KMK formulierten Kompetenzen ist
dieses Experiment dem Bereich „Messen“ zugeordnet. Das Besondere an diesem Experiment ist, dass die
enaktive und die ikonische Ebene direkt verknüpft werden. Das Bild entsteht direkt aus der Bewegung.
Vielen Fehlern, die häufig bei der Interpretation von Diagrammen gemacht werden, kann dadurch direkt
vorgebeugt werden (siehe Abschnitt 3.2.7). Insbesondere werden Diagramme zumeist wie Funktions-
graphen aus diskreten Mess- beziehungsweise Funktionswerten konstruiert, was zu der Fehlvorstellung,
dass ein Graph aus diskreten Punkten aufgebaut ist, führen kann: „conceiving a graph as constructed of
discrete points“ [32, S. 199]. Diese Fehlvorstellung kann hier nicht entstehen. Dazu müssen die Kratz-
spuren zunächst aber als Weg-Zeit-Diagramme interpretiert werden. Dazu kann die von SuS bearbeitete
Rußplatte nach dem Experiment auf dem Overheadprojektor plaziert werden. Mit einer Nadel (oder ei-
nem anderen spitzen Gegenstand) können so direkt auf der Platte Koordinatensysteme um die einzelnen
Kratzspuren gezeichnet werden. Mit der Impulsfrage: „Wie können die Achsen sinnvoll beschriftet wer-
den?“ wird den SuS anschließend der eigentliche Interpretationsprozess überlassen. Die Beschriftung
der Ordinatenachse als Weg ist dabei schnell einsichtig. Die Identifikation der Abszissenachse als Zeit,
stellt die größere Herausforderung dar, da das Bild eine räumliche Ausdehnung besitzt. Hier kann durch
Impulsfragen unterstützt werden. Fragt man nach dem Zustand der Stimmgabel an einem bestimmten
Punkt (z.B. einem Maximum) im Diagramm, können die SuS angeben ob und wie stark die Stimmgabel
ausgelenkt ist. Fragt man nach einem Punkt identischer Auslenkung weiter entlang der Abszissenach-
se, so können SuS auch an diesem Punkt die Auslenkung bestimmen. Fragt man nach dem Unterschied
beider Punkte, können SuS darauf schließen, dass die eine Auslenkung nach der anderen erfolgt, auf der
Abszissenachse also folglich die Zeit aufgetragen werden muss.
Die so eingeführte ikonische Darstellung von Schwingungen in Weg-Zeit-Diagrammen dient als Ba-
sis für die Erstellung von Weg-Zeit-Diagrammen für andere Instrumente, die wiederum Grundlage für
weitere Untersuchungen sind. Da bei anderen Instrumenten nicht analog zur Stimmgabel eine Kratznadel
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Abbildung 8: Aufzeichnung der Schwingung einer Saite im Programm Geogebra
am schwingenden Instrumententeil befestigt werden kann, werden alternative Messmethoden diskutiert.
Um das Prinzip der Aufzeichnung zu verdeutlichen, wird das GeoGebra-Applet "Die schwingende Sai-
te“ verwendet. Wie in Abbildung 8 zu sehen, wird dabei zunächst eine schwingende Saite simuliert6,
deren Mittelpunkt eine Spur, vergleichbar zur Kratznadel der Stimmgabel, hinterlässt. Wählt man im
Applet die Option „Aufzeichnen“, wird die Saite ebenfalls analog zur Stimmgabel über das virtuelle
Papier gezogen. Die „Kratzspur“ des markierten Punktes kann als Weg-Zeit-Diagramm des betrachteten
Mittelpunktes interpretiert werden. Bei einer Umsetzung des Konzepts mit viel zur Verfügung stehender
Zeit, kann die Entwicklung einer adäquaten Methode zur Erstellung der Weg-Zeit-Diagramme der In-
strumente als Problemlöseaufgabe im Sinne eines entdeckenden Lernens konstruiert werden. Bei einer
solchen Umsetzung ist eine größere Identifikation mit dem Lerngegenstand und somit eine größere Mo-
tivation und Problemlösebereitsschaft seitens der SuS zu erwarten [11, vgl. S. 160f]. Auch heuristische
Regeln im Sinne Winters dritter Grunderfahrung des Mathematikunterrichts werden so besser trainiert
[ebd.] bzw. [26, vgl. S. 11]. Eine solche Umsetzung setzt aber voraus, die von den SuS vorgeschlagenen
Untersuchungsmethoden auch umzusetzen. Entdeckendes Lernen funktioniert nur glaubhaft, wenn LoL
ergebnisoffenen an das Problem herangehen. Plant man mit einem bestimmten Ergebnis sollte dieses ehr-
6Hier wird stark vereinfacht nur die Grundschwingung betrachtet. Ein präziseres Modell der Schwingung einer
Saite wurde in Abschnitt 3.2.4 diskutiert.
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licherweise rezeptiv erarbeitet werden [11, vgl. S. 160f]. Das heißt im Umkehrschluss aber nicht, dass
über mögliche Untersuchungsmethoden im Vorfeld nicht diskutiert und begründet werden sollte, warum
die gewählte eine sinnvolle ist.
Zwei sinnvolle Varianten, Weg-Zeit-Diagramme von Tönen verschiedener Instrumente zu erzeugen, sind
eine Videoanalyse der Schwingung und die Analyse der Audioaufzeichnung. Bei Letzterer wird der Ton
des Instruments mit einem Mikrofon in einer Audiosoftware am Computer aufgenommen. Beinahe alle
modernen Laptops haben integrierte Mikrofone, die für diesen Zweck vollkommen ausreichend sind.
Als Software gibt es verschiedene kostenpflichtige und kostenlose Alternativen. Kostenlos und einfach
zu bedienen ist die Software Audacity (siehe Abschnitt 3.7.1). Aufgenommene Audiosignale (in diesem
Fall einzelne Töne) werden in der Software standardmäßig als Wellenform dargestellt (siehe Abbildung
9). Bei dieser Darstellung handelt es sich um ein Schalldruckpegel-Zeit-Diagramm. Da der Schalldruck-
Abbildung 9: Wellenformdarstellung der Aufnahme einer Stimme in der Software Audacity
pegel aber mit der Amplitude der erzeugenden Schwingung in Zusammenhang steht (siehe Erklärbox 3),
können Wellenformen aber auch als Weg-Zeit-Diagramme der erzeugenden Quelle des Tons interpretiert
werden. Die Darstellung von Musik als Wellenform ist SuS häufig im Alltag schon begegnet. Viele Mu-
sikplattformen, z.B. Soundcloud, verwenden die Wellenform als Standardansicht der Songs ihrer Biblio-
thek (siehe Abbildung 10). Der Zusammenhang zwischen der Amplitude der Wellenform und der wahr-
genommenen Lautstärke ist daher häufig schon bekannt. Die Wellenformdarstellungen aus den beiden
Abbildungen 10 und 9 sind auf der Zeitachse jeweils so skaliert, dass einzelne Schwingungen nicht er-
kennbar sind. Auf diesen Umstand kann mit Impulsfragen hingewiesen werden: „Warum sind hier keine
Schwingungen zu erkennen?“, „Worin unterscheidet sich dieses Diagramm von dem der Stimmgabel?“,
„Welche Zeiträume werden in den Diagrammen dargestellt?“. Hat man diesen Unterschied diskutiert,
kann in der Software Audacity dynamisch in die Wellenform hineingezoomt werden, bis die einzel-
nen Schwingungen erkennbar sind (Abbildung 3 ist ein Ausschnitt aus Abbildung 9). Die dynamische
Verbindung der beiden bekannten Darstellungen der Wellenform und des Weg-Zeit-Diagramms einer
Schwingung verknüpft beide Darstellungen, liefert einen Eindruck der Größenordnung der Periodendau-
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Abbildung 10: Wellenformdarstellung eines Songs auf der Musikplattform Soundcloud
(a) Verfolgung des markierten Punkts (b) Weg-Zeit-Diagramm und Geschwindigkeits-Zeit-
Diagramm des verfolgten Punktes
Abbildung 11: Videoanalyse einer schwingenden Basssaite mit der Software Viana für iPad
er der betrachteten Schwingungen und ist damit ein Argument für die Verwendung des Computers als
Werkzeug an dieser Stelle [7, vgl. S. 6]. Nicht zuletzt ist ein Argument für diese Art der Aufzeichnung,
dass sie einfach umsetzbar ist und sehr präzise Ergebnisse liefert. Die konkrete Übersetzung der Schwin-
gung in die Diagrammdarstellung ist aber nicht direkt sicht- und nachvollziehbar. Eine Alternative bei
der das der Fall ist, stellt die Videoanalyse dar.
Bei der Videoanalyse wird die Schwingung eines Instruments optisch analysiert. Es wird zunächst ein
Video der Schwingung aufgenommen und in diesem, in einer Software ein einzelner Punkt der Schwin-
gung verfolgt. Die Software generiert daraus ein Weg-Zeit-Diagramm, das die Bewegung des verfolgten
Punktes beschreibt. Eine solche Software ist Viana, die in Abschnitt 3.7.3 näher beleuchtet wird. Die
Verfolgung des Punktes und das entstehende Diagramm sind in Abbildung 11 zu sehen. Didaktisch in-
teressant ist diese Methode vor allem deshalb, da die Software nur das Verfolgen der Punkte automa-
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tisch übernimmt. Das Koordinatensystem und der Nullpunkt müssen selbst im Video platziert werden.
Auch die Skalierung erfragt das Programm. Die Videoanalyse entspricht somit dem Erstellen von Weg-
Zeit-Diagrammen, wie es aus dem Physikunterricht bekannt ist. Es werden Messwerte erstellt, die die
Software direkt im Video markiert (siehe Abbildung 11 (a)). Diese Messwerte werden anschließend in
ein Koordinatensystem eingetragen. Automatisch mit erstellt wird neben dem Weg-Zeit-Diagramm auch
immer ein Geschwindigkeit-Zeit-Diagramm, sodass die Software auch bei der Einführung der Differen-
tialrechnung genutzt werden kann.
Gleichzeitig mit der Videoaufzeichnung kann der Ton des Instruments mit aufgenommen und beide Dar-
stellungen abschließend verglichen werden. Dadurch wird die Anschaulichkeit des Video-Analyseverfahrens
mit der Präzision und Einfachheit der Audioaufnahme kombiniert und es kann anschließend flexibel zwi-
schen beiden Anschauungen gewechselt werden.
Will man eine Videoanalyse durchführen gibt es zwei Dinge zu beachten: Schwingungen mit hohen
Frequenzen optisch aufzulösen ist nicht ganz einfach. Das menschliche Auge nimmt nur 24 Bilder pro
Sekunde war, das Ohr aber Frequenzen zwischen 20Hz und 20000Hz. Moderne Kameras sind zwar
deutlich schneller als das menschliche Auge, trotzdem sollte zur Untersuchung ein möglichst tiefer Ton
verwendet werden. Die Saiten eines E-Basses oder eine Klaviers bieten sich hier an. In vielen Smart-
phones können die Kameras mittlerweile 250 Bilder pro Sekunde und mehr aufnehmen, sodass bei der
Verwendung eines solchen eine vernünftige Auflösung zur Verfügung steht. Für Abbildung 11 wurde
beispielsweise mit einem iPhone 6s mit 250 Bildern pro Sekunde gefilmt. Die Frequenz der untersuchten
H-Saite des E-Basses betrug 31Hz. Außerdem sinnvoll ist das Anbringen einer farbigen Markierung am
schwingenden Instrumententeil. Das hilft der Software anschließend beim Verfolgen des Punktes.
Je nachdem ob die Phase entdeckend oder rezeptiv umgesetzt wird, unterscheiden sich die Lernziele
der Phase leicht.
• Die SuS entwickeln eine Methode, um Weg-Zeit-Diagramme von Schwingungen zu erzeugen und
wenden diese an (entdeckend).
• Die SuS kennen Videoanalyse und Audioaufzeichnung von Schwingungen als Methoden, Weg-
Zeit-Diagramme zu erstellen und wenden diese an.
Dabei ist das Durchführen einer Videoanalyse psychomotorisch herausfordernder als das Erstellen von
Audioaufzeichnungen und kann entsprechend als Lernziel begriffen werden.
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Mit den erarbeiteten Untersuchungsmethoden werden anschließend die zur Verfügung stehenden Instru-
mente untersucht. Welches Instrument sie betrachten wollen, können die SuS dabei selbst entscheiden.
Die selbstständige Wahl des Anschauungsobjekts kann sich dabei positiv auf die Motivation auswir-
ken [11, vgl. S. 159ff]. Insbesondere exotische Instrumente sind hier häufig besonders interessant. Aus
den erstellten Diagrammen werden zusammen mit LoL individuelle Arbeitsblätter erstellt. Ein Beispiel
aus der Durchführung des Konzepts (siehe Abschnitt 4) mit der Aufzeichnung einer Kalimba ist in Ab-
schnitt A.1.1 zu sehen. Da alle bisher diskutierten Inhalte dort innerhalb von 45 Minuten behandelt
wurden, wurde pro SoS nur ein Beispiel diskutiert. Bei mehr Zeit sollten die SuS im nächsten Abschnitt
jeweils mehrere verschiedene Aufzeichnungen bearbeiten. Sind die Arbeitsblätter erstellt, sollten einzel-
ne Weg-Zeit-Diagramme im Plenum beispielhaft diskutiert werden. Gut eignen sich dazu die aus Video-
analysen generierten Diagramme, da hier mehr Messfehler vorliegen, die diskutiert werden können. In
Abbildung 29 schwankt beispielsweise die Ruhelage der Schwingung. Dass dies auf das Wackeln der
Kamera zurückzuführen ist, muss explizit angesprochen werden. Auch die Auslenkung am Anfang muss
als solche und nicht als Teil der Schwingung erkannt werden. Das Erkennen von möglichen Fehlern bei
der Messung ist in Form der Leitidee „Messen“ auch in den KMK Standards verankert (in Abschnitt
3.3.2 diskutiert). Mit dem Übersetzen zwischen Video und Diagramm wird das Interpretieren von Dia-
grammen durch die Möglichkeit der parallelen Darstellung geübt. Impulsfragen für das Besprechend der
Diagramme können die Folgenden sein: „Wo ist die Saite in diesem Moment?“, „Was repräsentiert dieser
Teil des Graphs (Auslenkung am Anfang)?“.
Im nächsten Schritt sollen die Begriffe „Periode“ und „periodisch“ eingeführt werden. Für diesen lässt
sich entsprechend folgendes Lernziel formulieren:
• Die SuS kennen die Begriffe „Periode“ und „periodisch“, und können periodische Schwingun-
gen anhand von deren Weg-Zeit-Diagramm als solche erkennen und die Periode der Schwingung
identifizieren.
Motiviert werden die Begriffe aus deren Notwendigkeit beim Beschreiben von Weg-Zeit-Diagrammen.
Den SuS kann das schnell deutlich gemacht werden, indem die Diagramme einer periodischen und ei-
ner nicht periodischen Schwingung gezeigt und die SuS aufgefordert werden, den Unterschied zwischen
beiden zu beschreiben. Ohne die Begriffe ist das nur umständlich möglich. Eine übliche Beschreibungen
einer periodischen Schwingung ist die, dass diese „immer gleich schwingt“. Im Sinne des Begriffsler-
nens nach Tennyson und Park [11, vgl. S. 260] wird diese Beschreibung als „immer gleich schwingend“
als Prädefinition genutzt und der Begriff anschließend durch Beispiele und Gegenbeispiele präzisiert.
Dabei können die von den SuS erstellten Weg-Zeit-Diagramme verwendet werden. Bei der konkreten
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Auswahl der Beispiele und Gegenbeispiele ist darauf zu achten als Beispiele für periodische Schwin-
gungen nicht nur harmonische Schwingungen zu verwenden. Hier kommt es leicht zu Fehlvorstellungen
seitens der SuS. Eine periodische aber klar nicht harmonische Schwingung ergibt sich beispielsweise
beim Singen des Lautes „Em“ (siehe Abbildung 3). Generell sollten die Beispiele und Gegenbeispiele
nach dem Grundsatz:
„Bei den Beispielen müsste jedes wichtig erscheinende irrelevante Merkmal mindestens ein-
mal variiert werden. Bei Gegenbeispielen müsste jedes relevante Merkmal einmal fehlen.“
Niegelmann in [11, S. 261].
ausgewählt werden. Im Sinne der Modellbildung sollte außerdem diskutiert werden, dass die Charak-
terisierung von Tönen als periodische Schwingungen eine Näherung darstellt. Nach der Betrachtung
von mehreren Beispielen wird das Lernziel mit einer Übung gesichert (Aufgabe 1 auf dem Arbeitsblatt
in Abschnitt A.1.1). Die SuS sollen in den von Ihnen erstellten Weg-Zeit-Diagrammen die Perioden
markieren bzw. bewerten, ob es sich um eine periodische Schwingung handelt. Für die Bewertung ist
die Diskussion des modellhaften Charakters zentral, da Schwingungen in der Natur stets Dämpfungen
unterworfen sind. In der Natur kann es folglich keine wirklich periodischen Schwingungen geben. An
diesem Punkt sollen die Begriffe mit Beispielen auf andere periodische Prozesse erweitert werden. Ein
typisches Beispiel ist der Tag-Nacht-Wechsel, der sich im GeoGebra-Applet "Die schwingende Saite“
skizzenhaft einblenden lässt. Andere Beispiele lassen sich im Plenumsgespräch schnell sammeln und an
der Tafel zusammentragen. Typische Beiträge von SuS sind hier beispielsweise Gezeitenwechsel, Men-
struationszyklus, Bewegung beim Laufen oder Fahrradfahren. Für alle Beiträge sollte stets die Periode
geklärt werden. Anschließend an die Erweiterung des Anwendungsbereichs der Begriffe sollen diese in
der zweiten Aufgabe auf dem Arbeitsblatt von den SuS definiert werden. Bei der Umsetzung mit wenig
Zeit, kann eine Definition auch einfach vorgegeben werden. Das selbstständige Definieren von Begriffen
zwingt zu einer intensiven Auseinandersetzung mit diesem und trägt dadurch wesentlich zur Transferfä-
higkeit bei [11, vgl. S 265].
Im nächsten Teil soll der Zusammenhang zwischen wahrgenommener Tonhöhe, wahrgenommener Laut-
stärke und Weg-Zeit-Diagramm untersucht werden. Die zugehörigen Lernziele sind:
• Die SuS kennen die Begriffe „Periodendauer“ T und „Frequenz“ f und deren Beziehung f = 1T
zueinander.
• Die SuS kennen den Begriff Amplitude.
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• Die SuS unterscheiden Weg-Zeit-Diagramme, die sich in Periodenlängen bzw. Frequenzen oder
Amplitude unterscheiden.
• Die SuS formulieren qualitativ den Zusammenhang zwischen Frequenz und wahrgenommener
Tonhöhe.
• Die SuS formulieren qualitativ den Zusammenhang zwischen Amplitude und wahrgenommener
Lautstärke.
Der Begriff „Periodendauer“ kann dabei direkt im Gespräch definiert werden. Viele SuS können ihn sich
auch aus der Definition der Periode selbst herleiten. In Aufgabe 3 des Arbeitsblattes aus Abschnitt A.1.1
sollen zwei Weg-Zeit-Diagramme mit unterschiedlicher Periodendauer verglichen werden. Beim Ver-
such, den Unterschied zwischen den Diagrammen zu beschreiben, ist die Notwendigkeit des Begriffes
schnell klar. Generell sollen Begriffe in diesem Konzept erst eingeführt werden, wenn sie gebraucht wer-
den. Ein wenig motivierendes „Lernen auf Vorrat“ soll vermieden werden [7, vgl. S. 37]. Das zusätzlich
die Frequenz reziprok definiert wird, kann mit Alltagsbeispielen motiviert werden. Frequenzangaben fin-
den sich in der Umgangssprache häufig, wenn regelmäßige Ereignisse beschrieben werden sollen: „Wir
treffen uns einmal im Monat“, „Ich gehe zweimal pro Woche zum Sport.“ Das Verhältnis zur Perioden-
dauer können die SuS für diese Beispiele häufig selbst bestimmen. Mit der Impulsfrage:„Was rechnet ihr
da eigentlich?“ kann der Zusammenhang f = 1T von den SuS selbst induktiv gefunden werden und so
eine grundlegende heuristische Strategie im Sinne Winters dritter Grunderfahrung des Mathematikunter-
richts geübt werden. Die Definition der Amplitude soll einfach nur vorgegeben werden, um den SuS in
der anschließenden Übung die Möglichkeit zu geben, selbst den Zusammenhang zur wahrgenommenen
Lautstärke zu entdecken. Eine Diskussion ohne hier vorzugreifen, ist nur schwer möglich.
Sind die Begriffe klar und auf dem Arbeitsblatt (Abschnitt A.1.1) notiert, soll der Unterschied in der
Wahrnehmung der zu den beiden gegebenen Diagramme gehörenden Töne in Form eines Schüler*innenexperiments
untersucht werden. Dazu sollen wieder verschiedene Instrumente und für je vier SuS ein Oszilloskop mit
angeschlossenem Mikrofon zur Verfügung stehen. Die Oszilloskope zeigen dann sofort einen kleinen
zeitlichen Ausschnitt des Weg-Zeit-Diagramms, dass sich mit einer Audiosoftware erzeugen ließe7. Die
enaktive und ikonische Ebene sind hier also wieder sehr eng verknüpft. Die ikonische Darstellung im
Weg-Zeit-Diagramm kann enaktiv durch das Spielen verschiedener Töne in unterschiedlichen Lautstär-
ken direkt beeinflusst werden. Darüber hinaus ist die im Diagramm erkennbare höhere oder niedrigere
7Genau genommen entspricht die Ordinatenachse hier dem Schalldruck, nicht dem Schalldruckpegel, steht also
zur Darstellung in Audacity in logarithmischen Verhältnis. Da die Zusammenhänge hier aber nur qualitativ
untersucht werden und der Fokus ohnehin auf der Frequenz liegt, wird das nicht genauer unterschieden.
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Frequenz direkt am Instrument sichtbar. Die entdeckten Zusammenhänge formulieren die SuS als Je-
desto-Sätze. Eine Schwierigkeit, auf die bei dieser Aufgabe geachtet werden sollte, ist die, dass viele
SuS eine höhere Lautstärke mit einem höheren Ton verwechseln. Ein Problem, welches auch beim Sin-
gen auftritt. Ungeübten Sänger*innen fällt es schwer, bei gleichbleibender Tonhöhe lauter zu werden.
Zumeist wird der gesungene Ton dabei auch höher. Das gleiche gilt in umgekehrter Richtung beim Ver-
ringern der Lautstärke. Eine wünschenswerte Formulierung der Ergebnisse der Phase könnte wie folgt
lauten:„Menschen nehmen periodische Schwingungen als Töne war. Dabei gilt: Je größer die Amplitude
der Schwingung, desto größer die empfundene Lautstärke und je höher die Frequenz, desto höher der
wahrgenommene Ton.
Dieser erste Teil schließt mit einer Operativen- bzw. Verständnisübung (nach der Kategorisierung von
Zech [11, vgl. S. 208f]) zur Interpretation von Weg-Zeit-Diagrammen von Schwingungen. Diese sind
auf dem Arbeitsblatt in Abschnitt A.1.2 zu finden. Da die betrachteten Diagramme sich im Zeitverlauf
entweder in Frequenz oder Amplitude in nicht zwangsläufig periodischer Art und Weise ändern, sind die
betrachteten Schwingungen auch nicht mehr periodisch. Näherungen der Art: Für einen kleinen Zeitraum
kann diese Schwingung als periodisch betrachtet werden, bedürfen folglich einer Diskussion. Derartige
Näherungen zu machen, ist Lernziel im Sinne der von der KMK formulierten Modellierungskompe-
tenz [26, S.11]. Für diesen letzten Teil des ersten Abschnitts lassen sich folgende Lernziele formulieren:
• Die SuS erkennen Amplituden- und Frequenzänderungen im Weg-Zeit-Diagramm eines Tons und
treffen Voraussagen über den Höreindruck.
• Die SuS identifizieren sich ändernde Tonhöhen und Lautstärken beim Hören eines Tons und skiz-
zieren ein Weg-Zeit-Diagramms, das diese Änderungen zeigt.
• Die SuS verstehen periodische Schwingungen als Idealisierung realer stets gedämpfter Schwin-
gungen und wenden diese Idealisierung als Näherung für kurze Zeiträume an.
Die Aufgabe 1 des Arbeitsblattes soll im Plenum diskutiert werden und dient als Vorbereitung für Aufga-
be zwei. Auf Basis der Weg-Zeit-Diagramme soll der erwartete Höreindruck formuliert und vorgesungen
und der sich ändernde Parameter (Frequenz oder Amplitude) benannt werden. Die Weg-Zeit-Diagramme
für Aufgabe 1 wurden mit dem VCV-Rack Synthesizer erstellt (siehe Abschnitt 3.7.5). Der erwartete
Höreindruck kann also direkt mit dem realen am Synthesizer verglichen werden. In Aufgabe 2 wird auf
dieser Basis in wechselnden Zweiergruppen weitergearbeitet. Die in Abschnitt A.1.2 dargestellten Falt-
blätter sind zwei von sieben Beispielen. Die anderen sind im digitalen Anhang der Arbeit zu finden. Sie
sollen wie folgt bearbeitet werden:
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Schüler*in A singt dabei das Diagramm auf dem eigenen Faltblatt Schüler*in B vor und
knickt anschließend das Blatt so, dass das Diagramm nicht mehr zu sehen ist8. Schüler*in B
skizziert anschließend ein Weg-Zeit-Diagramm auf Basis des gehörten in das Koordinaten-
system unter dem ursprünglichen jetzt gefalteten Diagramm. Das Blatt wird anschließend
mit dem zuletzt gezeichneten Diagramm sichtbar an eine andere Zweiergruppe weiterge-
reicht. Die SuS dieser Gruppe verfahren mit dem vorn liegenden Diagramm so, als wäre
es das erste. Die Übung wird fortgesetzt, bis alle fünf Koordinatensysteme des Faltblattes
gefüllt sind.
Im Rahmen der Übung müssen also immer wieder die sich ändernden Parameter des Weg-Zeit-Diagramms
der Schwingung (Frequenz, Amplitude) identifiziert und als Tonhöhe bzw. Lautstärke eines Tones in-
terpretiert werden, um skizzenhaft den anderen Lernenden den Verlauf des Diagramms plausibel zu
machen. Die wiederum müssen den Ton mit sich ändernder Tonhöhe bzw. Lautstärke wieder in ein Weg-
Zeit-Diagramm der Schwingung überführen, also den umgekehrten Übersetzungsprozess durchlaufen.
Im Verlauf der Übung wird also ständig zwischen der Aufgabe der Übersetzung eines Tones in ein Weg-
Zeit-Diagramm und der Umkehraufgabe gewechselt. Dieses operative Üben in Kombination mit den
ständigen Darstellungswechsel zwischen enaktiver und ikonischer Ebene vertieft das Verständnis des
betrachteten Zusammenhangs [11, vgl. S. 209]. Da die Faltblätter nicht von einer einzelnen Person bear-
beitet werden können, sondern nur im Kollektiv zu lösen sind, sind alle SuS gleichermaßen eingebunden.
Mit anderen Worten ist es für SuS, die dazu neigen, sich aus Übungen heraus zu nehmen, nur schwer
möglich, eben das zu tun. Auf der psychomotorischen Seite ist das Zeichnen von Schwingungen mit
sich ändernder Frequenz oder Amplitude für viele SuS eine Herausforderung und wird in dieser Übung
trainiert. Auch hier sorgt der Effekt, dass das eigene Diagramm auch für Mitschüler*innen lesbar sein
muss, für größere Sorgfalt.
8Das Vorsingen ist hier natürlich nur qualitativ im Sinne der vorher formulierten Zusammenhänge zu verstehen.
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3.4.2. Verlaufsplan Instrumentenanalyse
Zeit Unterrichtsteil Inhalt Ziele Sozialform
/ Methode
Mittel
10 Einführung Vorstellung und Motivation des Themas: Mathematik und Musik
„Warum klingen bestimmte Töne „gut“ zusammen und andere
„schlecht“?“, „Warum klingt der gleiche Ton auf verschiedenen
Instrumenten unterschiedlich?“
Demonstration auf Instrumenten.
Für das Thema interessieren und moti-
vieren
LV9 Instrument
20 Einführung SuS untersuchen verschiedene Instrumente, z.B. Klavier, Gi-
tarre, Lamellophon, Geige, E-Bass, Stimmgabel, Lautsprecher,
Flöte.
Aufgabe:
Untersucht die Instrumente und schreibt auf die Karten, wie sie
Töne erzeugen.
Interesse am Thema durch praktischen
Umgang mit Instrumenten wecken.
PA Instrumente nach
Verfügbarkeit,
Papierkarten,
Magnete
10 Vergleichen Karten nach Gemeinsamkeiten sortieren und Tonerzeugung ein-
zelner Instrumente besprechen.
Vorläufige Charakterisierung von Schwingungen als „Hin-und-
Her-Bewegung um eine Ruhelage“
Erkennen von Gemeinsamkeiten, For-
mulieren einer Vermutung zur Ton-
erzeugung: z.B. „Töne werden durch
Schwingungen erzeugt.“
PL Instrumente nach
Verfügbarkeit,
Papierkarten,
Magnete
9Hier werden die gängige Abkürzungen verwendet: Lehrer*innenvortrag (LV), Plenum (PL), Einzelarbeit (EA), Gruppenarbeit (GA), Partnerarbeit (PA)
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20 Erarbeitung Die Schwingungen der verschiedenen Instrumente sollen genau-
er untersucht werden. Erarbeitung einer Aufzeichnungsmethode.
Freihandexperiment: Aufzeichnung einer Stimmgabel mit Na-
del auf Rußplatte, Demoaufnahme Stimme mit Audacity, Ver-
gleich der Wellenformdarstellung mit der auf Musikportalen.
Impulsfragen:
• Wie kann man die entstandene Form mathematisch be-
schreiben?
• Wo verlaufen dann die Koordinatenachsen?
• Wie lautet die Achsenbeschriftung?
• Was wird hier dargestellt?
Demonstration der Aufzeichnung mit dem GeoGebra-Applet
„Die schwingende Saite“.
SuS entwickeln Ideen zur Aufzeichnung der anderen Instrumen-
te analogen zur Stimmgabel auf einer Rußplatte. Z.B. E-Bass:
Verlangsamte Videoaufnahme, andere Instrumente: Audioauf-
nahme eines Mikrofons.
Aufzeichnung des Schwingungsver-
laufs in Abhängigkeit der Zeit als
Untersuchungsmethode verstehen.
Verknüpfung zum Weg-Zeit-Diagramm
herstellen.
Mikrofon-, Video- und Aufzeichnung
auf Rußplatte als Weg-Zeit-Diagramm
begreifen
PL oder
GA
Stimmabeln mit
Kratznadel, Glasp-
latte, Streichhölzer
(kein Feuerzeug)
20 Erarbeitung SuS fertigen Video- und Tonaufnahmen der Schwingungsverläu-
fe von E-Bass (H- und E-Saite) und Tonaufnahmen von anderen
Instrumenten nach Wunsch an.
Aufgabe Filmt mit einer Slow-Motion-Kamera die beiden tie-
fen Saiten des E-Basses nacheinander beim Schwingen. Nehmt
verschiedene Töne eines anderen Instruments oder eurer Stim-
me mit einem Mikrofon auf. Falls ihr singt, eignet sich der Laut
„i“ gut.
Entwickeln einer Methode, um Weg-
Zeit-Diagramme von Schwingungen zu
erzeugen und anzuwenden.
GA E-Bass und andere
Instrumente nach
Verfügbarkeit,
Mikrofon, Laptop
oder Tablet zum
Erstellen von Ton-
aufnahmen (z.B.
mit der Software
Audacity), Kamera
oder Smartphone
mit Slow-Motion-
Funktion (min-
destens 240fps),
Laptop mit Video-
Analyse-Programm
(z.B. Viana)
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20 Auswertung Videoanalyse der E-Bass Saite H. Diskussion der entstehenden
Kurve. Abfragen verschiedener Punkte der Kurve: „Wo ist die
Saite in diesem Moment.“ Verdeutlichung des Aufzeichnungs-
prinzips mit Hilfe des GeoGebra Applets "Die schwingende Sai-
te“. Vergleich mit Audioaufnahme der selben Schwingung.
Einführen der Begriffe „periodisch“ und „Periode“ anhand des
Diagramms.
Diskussion weiterer periodischer Prozesse (Tag-Nacht-Wechsel,
Uhrzeiten, Gezeiten, Atmung, Alltag). An dieser Stelle wird je
nach Zeitrahmen gemeinsam eine Definition erarbeitet oder vor-
gegeben. Bei Umsetzung des Konzepts mit viel Zeit, sollte die
Definition im Rahmen der folgenden Übungsphase von den SuS
selbst erarbeitet und anschließend diskutiert werden. Ziel der
Diskussion ist eine Definition der Art: „Als „periodisch“ wer-
den Prozesse bezeichnet, bei denen ein kleiner (räumlicher oder
zeitlicher) Ausschnitt sämtliche Informationen über den Prozess
enthält“ [19, vgl. S. 2].
Erkennen des Zusammenhangs zwi-
schen Video und Weg-Zeit-Diagramm.
Erkennen des periodischen Verlaufs.
Identifizieren der Periode.
PL Videoaufnahme
Basssaite, Laptop
mit Video-Analyse-
Programm, Beamer
10 Übung SuS erhalten Drucke der von ihnen erstellten Tonaufnahmen,
identifizieren und markieren die Perioden. SuS formulieren
selbst eine Definition der Begriffe „periodisch“ und „Periode“.
Diskutieren der Definitionen (s.o.)
Kennen und Anwenden der Begriffe
„periodisch“ und „Periode“.
EA Arbeitsblatt aus
Abschnitt A.1.1
15 Auswertung Diskussion einzelner Weg-Zeit-Diagramme. Messfehler bei der
Videoanalyse diskutieren (z.B. Wackeln der Kamera)
Korrektes Zuordnen von Messfehlern
und Interpretieren von Weg-Zeit-
Diagrammen
PL Videoaufnahme
Basssaite, Laptop
mit Video-Analyse-
Programm, Beamer
15 Erarbeitung Vergleich der Weg-Zeit-Diagramme in Aufgabe drei des Arbeits-
blattes aus Abschnitt A.1.1.
Impuls: „Worin unterscheiden sich die Diagramme rein op-
tisch?“ Einführung der Begriffe „Periodendauer“ und „Fre-
quenz“ und „Amplitude“.
Erkennen der unterschiedlichen Peri-
odenlänge bei Betrachtung der beiden
Weg-Zeit-Diagramme.
Kennen der Begriffe „Periodendauer“ T
und „Frequenz“ f und deren Beziehung
f = 1
T
.
Kennen des Begriffs „Amplitude“.
Arbeitsblatt
A.1.1
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30 Gruppenarbeit Gruppenarbeit zu Aufgabe drei: Wie stehen die unterschied-
lichen Periodendauern in Zusammenhang mit dem Hörein-
druck? Mit Oszilloskopen und Mikrofonen werden Weg-Zeit-
Diagramme von Instrumenten betrachtet. Qualitative Formulie-
rung des Zusammenhangs zwischen Frequenz und wahrgenom-
mener Tonhöhe. Qualitative Formulierung des Zusammenhangs
zwischen Amplitude und wahrgenommener Lautstärke.
Kennen der qualitativen Formulierung
zwischen Frequenz und wahrgenomme-
ner Tonhöhe.
Kennen der qualitativen Formulierung
zwischen Amplitude und wahrgenom-
mener Lautstärke.
GA Mikrofone, Oszil-
loskope, Instru-
mente, Arbeitsblatt
A.1.1
30 Übung Verständnisübung zur Interpretation von Weg-Zeit-Diagrammen
von Schwingungen mit Arbeitsblatt A.1.2. „Vorsingen“ von
Weg-Zeit-Diagrammen.
Diskussion Periodizität als Näherung für kleine Zeiträume.
Erkennen von Amplituden- und
Frequenzänderungen im Weg-Zeit-
Diagramm eines Tons und Treffen von
Voraussagen über den Höreindruck.
Identifizieren von sich ändernden
Tonhöhen und Lautstärken beim Hören
eines Tons und skizzieren eines Weg-
Zeit-Diagramms, das diese Änderungen
zeigt.
Verstehen von periodischen Schwin-
gungen als Idealisierung realer stets
gedämpfter Schwingungen für kurze
Zeiträume.
PL und
GA
Arbeitsblatt A.1.2.
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3.5. Mathematische Modellierung der Töne - Die Sinus Funktion
Im folgenden Abschnitt werden die in Abschnitt 3.4 im Weg-Zeit-Diagramm betrachteten Schwingungen
mittels der Sinusfunktion mathematisch modelliert. Dabei werden zunächst nur harmonische Schwingun-
gen betrachtet. Andere periodische Schwingungen können anschließend als Summe von harmonischen
Schwingungen modelliert werden. Das ist aber nicht Inhalt dieses Abschnitts, sondern wird in Abschnitt
3.6 diskutiert.
3.5.1. Didaktisches Konzept mathematische Modellierung
Mit der mathematischen Modellierung wird das bisher enaktiv und ikonisch behandelte Phänomen der
Schwingung in die symbolische Ebene überführt. Das sollte gegenüber den SuS mit dem Rückbezug
auf die ursprünglichen Fragen aus Abschnitt 3.4: „Warum klingen bestimmte Töne „gut“ zusammen und
andere „schlecht“?“, „Warum klingt der gleiche Ton auf verschiedenen Instrumenten unterschiedlich?“,
motiviert werden. Für das Modell soll sich dabei zunächst auf harmonische Schwingungen beschränkt
werden. Harmonische Schwingungen können dabei für die SuS zunächst anhand ihrer Form klassifiziert
werden, je nach physikalischem Vorwissen auch über die Linearität der rückstellenden Kraft. Beispiele
kennen die SuS aus der Betrachtung der Spitze einer Stimmgabel und schwingenden Saiten an einem
Punkt. Zentral ist, dass den SuS der Gegenstand der angestrebten mathematischen Beschreibung klar ist.
Als Lernziel formuliert ergibt sich:
• Die SuS verstehen das Modell als mathematische Beschreibung der Bewegung einer schwingenden
Saite an einem Punkt.
Vereinfacht wird die Betrachtung zunächst noch damit, dass davon ausgegangen wird, dass die betrachte-
te Schwingung die Amplitude eins hat. Diese Einschränkung wird später im Modellbildungsprozess wie-
der korrigiert. Ein Hinweis der Art: „Wir nehmen zunächst einmal an, dass die Amplitude zufällig gleich
eins ist. Das hilft uns beim Rechnen und lässt sich später wieder reparieren.“ reicht hier aus. Ausgehend
von dieser Betrachtung wird die Sinusfunktion als mathematische Beschreibung dieser Schwingung als
Lehrer*innen-Vortrag eingeführt. Lernziele sind dabei die folgenden:
• Die SuS identifizieren die Y-Koordinate eines einen Kreis umlaufenden Punkts mit einer harmoni-
schen Schwingung.
• Die SuS kennen die Darstellung vom Sinus als Seitenlänge im Dreieck im Einheitskreis.
• Die SuS erkennen den Zusammenhang zwischen harmonischer Schwingung und Sinusfunktion.
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Abbildung 12: Demonstration des Zusammenhangs zwischen harmonischer Schwingung und
Kreisbewegung GeoGebra-Applet „Die schwingende Saite“
Abbildung 13: Demonstration des Zusammenhangs zwischen Kreisbewegung und Sinusfunktion
im GeoGebra-Applet „Die schwingende Saite“
In der Herleitung gibt es dabei zwei zentrale Schritte. Der erste ist der Zusammenhang zwischen har-
monischer Schwingung und Kreisbewegung. Der zweite betrachtet den Sinus als Zusammenhang des
Umlaufwinkels mit der Y-Koordinate des den Kreis umlaufenden Punktes. Umgesetzt wird das mit Hil-
fe des GeoGebra Applets "Die schwingende Saite“. Durch die parallele Darstellung eines harmonisch
schwingenden Punktes und eines einen Kreis umlaufenden Punktes, dessen Radius der Amplitude der
Schwingung und dessen Umlaufzeit der Periodendauer der Schwingung entspricht, ist der Zusammen-
hang leicht nachzuvollziehen (siehe Abbildung 12). Durch das Einblenden einer zusätzlichen Geraden,
die durch den betrachteten Punkt der Saite geht und parallel zur Abszissenachse ist, kann der Zusammen-
hang zusätzlich deutlich gemacht werden. An dieser Stelle bietet sich die Verwendung von dynamischer
Geometriesoftware an, da der Zusammenhang für die komplette Bewegung glaubhaft und mit wenig
Aufwand gezeigt werden kann. Durch das Ein- und Ausblenden von Objekten wie dem Winkel und dem
Dreieck im Kreis, kann die Herleitung ohne einen medienbedingten Darstellungswechsel erfolgen, so-
dass dieser didaktisch eingesetzt werden kann.
Die so legitimierte Betrachtung der Y-Koordinate des umlaufenden Punktes anstatt der ursprünglichen
Schwingung wird nun genutzt, um die Grundvorstellung von Sinus am Einheitskreis quasi „rückwärts“
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Abbildung 14: Tafelbild zum Einheitskreis
zu entdecken. Dazu wird im GeoGebra-Applet ein rechtwinkliges Dreieck, wie in Abbildung 13 zu se-
hen, eingeblendet, sodass sich die klassische Einheitskreisdarstellung ergibt. Die Hypotenuse bezüglich
des Umlaufwinkels β entspricht also dem Radius des Kreises und die gesuchte Auslenkung der zu be-
schreibenden Schwingung der Gegenkathete des Dreiecks. Je nachdem wie präsent diese Inhalte zum
Sinus im rechtwinkligen Dreieck sind, kann die Darstellung noch mit einem Tafelbild wie in Abbildung
14 unterstützt werden. Die Länge der Gegenkathete kann nun mit nun mit Hilfe des Sinus als Funktion
des Winkels ausgedrückt werden. Dass der Radius und somit die Hypotenuse des Kreises gleich eins sein
muss, ist leicht aus der parallelen Darstellung von ursprünglicher Schwingung, deren Amplitude ja als
gleich eins angenommen wurde, und Kreis erkennbar (siehe Abbildung 13).
Im Rahmen der Durchführung des Konzepts wurde für die eben beschriebene Phase festgestellt, dass
die Schüler*innenaktivität der gering war und dass die SuS mit einigen Hinweisen den Zusammenhang
auch selbst hätten herleiten können (siehe Abschnitt 4.2.5). Besonders motivationspsychologisch spielt
das Ermöglichen eigenen Kompetenzerlebens eine große Rolle und beeinflusst die Selbstwirksamkeits-
erwartung des Fachgebiets positiv [22, vgl. S. 119]. Aufgrund der Erfahrung der Erprobung wurde ein
alternatives Vorgehen entwickelt, dass sich z.B. für die Umsetzung im Rahmen einer Projektwoche eig-
net, da es zeitintensiver ist als das oben Diskutierte und alle SuS Zugang zu einem GeoGebra-fähigen
Gerät benötigen:
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Alternative
Das Modell wird von den SuS anhand des Arbeitsblattes „Modell einer harmonischen
Schwingung“ (siehe Abschnitt A.2.1) selbst erarbeitet. Auch bei diesem Ansatz steht das
GeoGebra-Applet „Die schwingende Saite“ im Mittelpunkt. Die SuS bekommen das Applet
zur Verfügung gestellt und sollen damit die Aufgabe auf dem Arbeitsblatt lösen:
Finde eine mathematische Funktion, deren Funktionsgraph der Form einer
harmonischen Schwingung mit Amplitude A=1 im Weg-Zeit-Diagramm
entspricht. Das GeoGebra-Applet „Die schwingende Saite“ hilft dir dabei. Falls
du nicht weiterkommst, findest du Tipps mit Karten an der Tafel.“
Beim Stellen der Aufgabe zu betonen ist, dass der Funktionsgraph eben nur der Form ent-
sprechen soll, da die SuS bisher nur das Gradmaß beherrschen und entsprechend die Sinus-
funktion als Funktion Winkels nicht sinnvoll als Funktion der Zeit interpretieren können. Der
Umgang mit dem Applet wird erklärt (siehe Abschnitt A.2.1). Zusätzlich werden an der Tafel
sieben Tippkarten zur Verfügung gestellt, die stufenweise betrachtet werden können, wenn die
SuS nicht mehr weiterkommen (auch im Abschnitt A.2.1, aber nicht Teil des Arbeitsblattes).
Die Tipps sind dabei die folgenden:
1. Betrachte den zu modellierenden Punkt und den Kreis. Was lässt sich über die
Amplitude A = 1 der Schwingung und den Radius des Kreises aussagen?
2. Was haben der umlaufende Punkt am Kreis und der Mittelpunkt der schwingenden
Saite gemeinsam. Blende die Gerade ein.
3. Was lässt sich über die Y-Koordinate des umlaufenden Punktes aussagen?
4. Die Y-Koordinate des umlaufenden Punktes entspricht der des Mittelpunkts der
Schwingung.
5. Welcher Seite im Dreieck entspricht die Y-Koordinate des umlaufenden Punktes bzgl.
des Winkels β (AK, GK, HP)?
6. Was lässt sich über die Hypotenuse des Dreiecks im Bezug auf den Kreis aussagen?
7. Wie hängt der Winkel β mit der Gegenkathete des Dreiecks zusammen?
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Der mit einer der beiden vorgestellten Alternativen erarbeitete Zusammenhang zwischen harmonischer
Schwingung und Sinusfunktion soll nun mit einem Arbeitsblatt gesichert werden. Dazu wird das Ar-
beitsblatt „Die Sinusfunktion“ (siehe Abschnitt A.2.2) verwendet.Als zugehörige Lernziele lassen sich
formulieren:
• Die SuS bestimmen den Sinus eines Winkels durch das Messen der Länge der Gegenkathete im
Einheitskreis.
• Die SuS zeichnen den Funktionsgraph der Sinusfunktion und wissen um dessen periodischen Cha-
rakter.
• Die SuS kennen Nullstellen und Extremstellen der Sinusfunktion.
In der ersten Aufgabe soll dabei der Sinus von verschiedenen Winkeln bestimmt werden. Zu jedem Win-
kel ist eine Darstellung im Einheitskreis gegeben. Auf der Rückseite des Arbeitsblattes befinden sich
zwei Skalen je auf Höhe der Einheitskreise auf der Vorderseite. Faltet man diese Skalen auf die Ein-
heitskreise, kann man an der Skala die Länge der Gegenkathete ablesen10. Die derartige Umsetzung der
Aufgabe offenbart den Sinus eines Winkels als messbare Größe im Sinne der KMK-Leitidee „Messen“.
Die Verwendung der Skala zum Messen hat eine psychomotorische Komponente, die zu einer kogni-
tiven Auseinandersetzung mit der Darstellung des Sinus im Einheitskreis führt. Konkret bedeutet dies,
dass SuS eventuell auch sin(90◦) = 1 in den Taschenrechner tippen würden, aber beim Arbeiten in der
Darstellung des Einheitskreises und dem Messen der Länge der Gegenkathete zwangsläufig grafisch mit
diesem Zusammenhang konfrontiert werden. Intuitiv werden beim Messen Abschätzungen zum Sinus
eines Winkels gemacht.
In Aufgabe 2 des Arbeitsblattes „Die Sinusfunktion“ soll der Funktionsgraph dieser wieder gezeich-
net werden. Dabei sollen die SuS zusätzliche Funktionswerte selbst so bestimmen, dass sie die Funktion
sinnvoll zeichnen können. Dadurch stoßen die SuS intuitiv auf die Frage nach Extrem- und Nullstellen,
die sie unter Betrachtung des Einheitskreises in Aufgabe drei selbst beantworten sollen. Zusätzlich sollen
die SuS in Aufgabe 3 beschreiben, was eine Null- oder Extremstelle im Bezug auf die zu modellierende
Schwingung bedeutet. Die Aufgabe ist im Sinne des Prinzips des operativen Durcharbeitens zu sehen,
in dem gefordert wird „Die anschauliche Bedeutung ist durch wiederholtes Zurückkommen auf die ur-
sprüngliche Situation und deren Veränderung gezielt zu vertiefen“ [11, S. 118]. In Aufgabe 4 sollen zu
einem bestimmten Wert der Sinusfunktion zwei Winkel angegeben werden, für die die Sinusfunktion
10Im ursprünglichen und durchgeführten Entwurf sollten die Werte mit dem Taschenrechner bestimmt werden Die
Betrachtung am Einheitskreis spielte für die Aufgabe daher keine Rolle. Die Identifikation mit der Länge der
Gegenkathete wurde entsprechend nicht weiter benötigt und deshalb durch diese Übung auch nicht gesichert.
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diesen annimmt. Die Angabe eines Winkels zwischen 0◦ und 360◦ ist dabei aus der Winkelberechnung
in der Trigonometrie bereits bekannt, sodass man bei der Aufgabe von Üben zum Zweck der Automa-
tisierung sprechen könnte [11, vgl. S. 209f]. Durch die geforderte Angabe eines zweiten Winkels wird
aber auch das Verständnis des Sinus als periodische Funktion vertieft, sodass man von einer Verständ-
nisübung im Sinne Zechs sprechen kann [ebd.].
Im nächsten Schritt wird das Bogenmaß des Winkels eingeführt. Für die Modellierung ist es nicht
zwangsläufig nötig (in der Durchführung wurde es beispielsweise in Absprache mit der Klassenleh-
rerin nicht eingeführt), es ist aber im Lehrplan als Lernziel formuliert (siehe Abschnitt 3.3.1) und ist
die gängigere Darstellungsweise, beispielsweise im Formula-Modul des VCV-Rack-Synthesizers (siehe
Abschnitt ??). Mit Hilfe des Tafelbilds aus Abbildung 14 oder der Darstellung des GeoGebra-Applets
„Die schwingende Saite“ wie in Abbildung 13, kann das Bogenmaß als Lehrer*innenvortrag eingeführt
werden. Von der Grundidee, den Winkel über die Länge des Kreisbogens im Einheitskreis anzugeben,
ausgehend, kann schnell argumentiert werden, dass 360◦ im Gradmaß 2π · r = 2π · 1 = 2π im Bogen-
maß entsprechen müssen. Auf dieser Basis lassen sich intuitiv im Plenumsgespräch Entsprechungen für
Viertel und Achtel des Kreises finden. Diese sollen in einer Tabelle an der Tafel festgehalten werden:
β mit [β] = 1◦ 0◦ 45◦ 90◦ 135◦ 180◦ 225◦ 270◦ 315◦ 360◦
β mit [β] = 1 rad 0 π2 π
3π
2 2π.
Die Beispiele können dabei auch früher abgebrochen werden, wenn das Prinzip klar geworden ist. Die
Tabelle übernehmen die SuS dabei in ihre Unterlagen, vervollständigen sie und formulieren selbst den
allgemeinen Zusammenhang zwischen Grad- und Bogenmaß: 1 rad = 360
◦
2π . Dabei soll thematisiert
werden, dass es sich bei 1 rad um eine Hilfseinheit handelt und entsprechend der Wert der Definiti-
on darin liegt, dass die Sinusfunktion jetzt als Funktion von R nach R interpretiert werden kann. Auf
dem Arbeitsblatt „Die Sinusfunktion“ (siehe Abschnitt A.2.2) sollen abschließend die Angaben im Bo-
genmaß in Aufgabe 2 und 3 ergänzt werden. Im weiteren Verlauf des Konzepts sollte regelmäßig mit
Impulsfragen wie „Welchem Winkel würde das im Bogenmaß/Gradmaß entsprechen?“ der Zusammen-
hang zwischen den Winkelmaßen wiederholt werden. Inwieweit die Umrechnung darüber hinaus noch
stabilisierend oder automatisierend geübt werden muss, muss die unterrichtende Lehrkraft im Einzelfall
entscheiden. Typische Aufgabenformate entsprechen dabei im Wesentlichen dem Ausfüllen der obenste-
henden Tabelle und werden deshalb hier nicht separat ausformuliert.
Für den nächsten Schritt im Modellierungsprozess wird gemeinsam mit den SuS reflektiert, was das
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mathematische Modell zusätzlich zu bisherigen Betrachtung leisten muss. Folgende drei Punkte sind
dabei Ziel der Diskussion:
• Verschiedene Tonhöhen sollen modelliert werden. Das heißt, die Frequenz muss anpassbar sein.
• Verschiedene Lautstärken sollen modelliert werden. Die Amplitude muss anpassbar sein.
• Die Funktion muss sinnvoll in Abhängigkeit der Zeit interpretierbar sein.
Die Lösung dieser Probleme respektive der damit verbundene Problemlösungsprozess, stellt den Rah-
men für die folgende Phase dar. Die ersten beiden Punkte, beziehungsweise die damit verbundene Pro-
blemlöseaufgabe, wird von den SuS im Sinne eines entdeckenden Lernens (wie bei Zech [11, vgl. S.
160f] formuliert) selbstständig erarbeitet. Zur Lösung ist es nötig, Parameter zu betrachten. Dass die
Verwendung von Parametern ein üblicher Weg ist, Funktionen zu manipulieren, ist den SuS aus der Be-
trachtung linearer und quadratischer Funktionen bekannt und kann mit einer Impulsfrage der Art: „Was
für Möglichkeiten gibt es, Funktionen zu beeinflussen?“ aktiviert werden. Durch das derartige Einfüh-
ren von Parametern wird somit wieder, entsprechend des operativen Durcharbeitens, am ursprünglichen
Anschauungsobjekt motiviert [11, vgl. 118]. Es ist für die Anwendung nötig, Parameter zu verwenden.
Die Motivation erfolgt aus der Anwendung heraus [11, vgl. S. 206]. Der Lehrplan gibt dabei vor, dass
folgende Parameter thematisiert werden sollen: a ·f(x); f(b ·x); f(x+c); f(x)+d; [21, vgl. S. 29f]. Für
das angestrebte Modell soll, entsprechend der eben formulierten Punkte, die Amplitude und die Frequenz
durch Parameter veränderbar sein. Für das Modell relevant sind entsprechend nur die Varianten a · f(x)
und f(b · x). Dies gilt es für die SuS selbst herauszufinden.
In ihrer Problemlösung unterstützt werden die SuS mit dem Arbeitsblatt „Parameter der Sinusfunktion“
(siehe Abschnitt A.2.3) mit dessen Hilfe sie Theorien entwickeln sollen, welcher Parameter den Funk-
tionsgraphen der Sinusfunktion in welcher Form beeinflusst. Die am Arbeitsblatt entwickelten Theorien
können sie an den zur Verfügung gestellten Synthesizern überprüfen. Bevor der Einsatz von Arbeitsblatt
und Synthesizer näher betrachtet wird, werden zunächst die Lernziele für die Phase formuliert:
• Die SuS kennen den Einfluss der Parameter a, b, c, d in der Gleichung f(x) = a ·sin(b ·(x−c))+d
auf den Funktionsgraph.
• Die SuS wenden die Parameter an, um ein Modell harmonischer Schwingungen eines Instruments
zu formulieren. Der Parameter a wird dabei der Lautstärke, der Parameter b der Tonhöhe zugeord-
net.
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Um die Parameter zu finden, die für das Modell gebraucht werden, werden den SuS auf dem Ar-
beitsblatt „Parameter der Sinusfunktion“ zunächst alle vier Varianten in Form der Gleichung f(x) =
a · sin(b · (x− c)) + d angeboten11. In Aufgabe 1 soll der Einfluss der vier Parameter auf den Funktions-
graph untersucht werden. Dazu sind auf dem Arbeitsblatt vier Diagramme mit Funktionsgraphen abge-
druckt. Der Grüne ist dabei jeweils der Graph der Funktion f(x) = sin(x). Die roten Funktionsgraphen
unterscheidet sich von den grünen in je einem der Parameter a,b,c,d, haben also eine der Funktionsglei-
chungen f(x) = a · sin(x), f(x) = sin(b · x), f(x) = sin(x − c) oder f(x) = sin(x) + d. Aufgabe
der SuS ist es, den roten Graphen jeweils deren Funktionsgleichung zuzuordnen und zu beschreiben, wie
sich der Funktionsgraph bei der Änderung des Parameters verändert. Hier wird also die Kovariationsvor-
stellung von Funktionen benötigt (siehe Abschnitt 3.2.1). Bei der Aufgabe handelt es sich nach Gagnes
Verständnis um Problemlösen im Rahmen eines entdecken lassenden Lernens [11, vgl. S. 308f]. Das
Problemlösen in Kleingruppen ist dabei eine geeignete Vorstufe für das Problemlösen des oder der Ein-
zelnen. Die kognitiven und affektiven Bedingungen sind hier besonders günstig [11, vgl. S. 320]. Da für
dieses Konzept nicht klar ist, wie vertraut die jeweilige Lerngruppe mit Aufgaben dieses Typs sind, wird
die Aufgabe in solchen Kleingruppen bearbeitet. Durch Problemlöseaufgaben werden heuristische Stra-
tegien entwickelt und trainiert, was der dritten Grunderfahrung des Mathematikunterrichts nach Winter
entspricht (siehe Abschnitt 3.3.2). Wichtig für das Stellen einer Problemlöseaufgabe ist das Sicherstellen
der notwendigen Begriffe und Techniken, ohne einen konkreten Weg vorzugeben. Das allgemeine Kon-
zept von Parametern sollte aber durch eine Analogiebetrachtung zu quadratischen Funktionen wiederholt
werden. Die einzelnen Parameter sollen dort nicht erneut besprochen werden. Lediglich das Prinzip der
Parameterverwendung sollte wachgerufen werden.
Während der Übung gilt das Prinzip der minimalen Hilfe, um die SuS nicht in ihrem Lösungsweg zu
beeinflussen. Eines der Argumente für Problemlöseaufgaben ist die Motivation durch das individuelle
Kompetenzerleben. Dieses nimmt man den SuS durch konkrete Hilfe. Wenn Hilfe angeboten wird, dann
sollte die stets individuell (deshalb gibt es an dieser Stelle auch keine Hilfekarten oder dergleichen) und
abgestuft von allgemeinen strategischen Hilfen hin zu konkret inhaltlichen Hilfen erfolgen.
Um angemessene Hilfestellung geben zu können, muss die Lehrperson zumindest einen Überblick über
die möglichen Lösungswege haben. Unerwartete Lösungswege seitens der SuS sind dabei keineswegs
unerwünscht, sondern im Gegenteil im Sinne von Heuristiken als kreative Lösungsstrategien positiv zu
11Bei der Durchführung wurde deutlich, dass es sinnvoll ist, die Funktionsgleichungen der Übersichtlichkeit halber
mit je nur einem einzelnen Parameter zu formulieren (siehe Abschnitt 4.2.6). Das wurde auf dem Arbeitsblatt
im Anschluss an die Durchführung überarbeitet.
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Abbildung 15: Patch im modularen Synthesizer Rack (siehe Abschnitt 3.7.5) zur Untersuchung
des Parametereinflusses auf die Sinusfunktion.
bewerten [11, vgl. S. 310]. Für das hier vorliegende Problem können unter anderem folgende Lösungs-
strategien oder eine Kombination dieser erwartet werden:
1. Analogiebetrachtung zu quadratischen Funktionen: Der Parametereinfluss der Parameter c, d in der
Form f(x + c) und f(x) + d, ist bei der quadratischen Funktionen der Gleiche wie bei quadrati-
schen: Eine Verschiebung des Funktionsgraphen entlang der Abszissen- bzw. der Ordinatenachse.
Auch beim Parameter a in der Form a · f(x) kann mit einer Analogiebetrachtung im Sinne der
Steigung der Funktion argumentiert werden. Hier ist die Strategie aber als weniger wahrscheinlich
zu sehen.
2. Systematisches Probieren: Einsetzen einzelner Funktionswerte in eine Funktionsgleichung mit
willkürlich gewähltem Parameter, z.B. f(x) = 3 · sin(x) und Vergleich dieser zur Funktion
f(x) = sin(x).
3. Grafisches Probieren: Funktionsgraphen einer Funktionsgleichung mit willkürlich gewähltem Pa-
rameter, z.B. f(x) = 3 · sin(x), zeichnen (per Hand oder grafikfähigem Taschenrechner) und mit
dem der Funktion f(x) = sin(x) vergleichen.
4. Mentales Visualisieren: Der Einfluss des Parameters auf die einzelnen Funktionswerte wird durch-
dacht und der Funktionsgraph mental visualisiert.
Die zur Lösung der Aufgabe 1 auf dem Arbeitsblatt „Parameter der Sinusfunktion“ gefundenen Theori-
en können von den SuS selbst überprüft werden. Dazu wird entweder der für diese Arbeit entwickelte
Synthesizer im „Vier Parameter Modus“ (im Weiteren Schulsynthesizer genannt, siehe Abschnitt 6) und
ein Oszilloskop oder der in Abbildung 15 dargestellte Patch in der Software Rack (Patch im digitalen
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Anhang der Arbeit, siehe Abschnitt 3.7.5) verwendet. In beiden Fällen generiert der Synthesizer eine
Sinusfunktion, die in den betrachteten Parametern manipuliert werden kann. Im Falle des Schulsynthe-
sizers können die Parameter a, b, c, d dabei über Potentiometer beeinflusst werden. Über den Audioaus-
gang ist die Sinusfunktion dabei hörbar, über die Bananenbuchsen kann ein Oszilloskop angeschlossen
und die Funktion damit sichtbar gemacht werden. Im Fall der Softwarevariante ist die Funktion durch
die Lautsprecher des Computers oder dessen Audioausgang hörbar und das softwareinterne Oszilloskop
sichtbar. Die Manipulation der Funktion erfolgt hier direkt durch die Eingabe der Funktionsgleichung im
Formula-Modul des Synthesizers. Wichtig zu beachten ist bei der Verwendung des Rack Synthesizers,
dass als Zeitvariable p verwendet werden muss. p wird dabei von der Software in der Form p = t · freq
interpretiert, wobei freq dem entspricht, was im gleichnamigen Feld eingetragen wird. In beiden Vari-
anten wird die enaktive Ebene der Parametermanipulation direkt mit der ikonischen der Darstellung im
Oszilloskop und der symbolischen in Form der Funktionsgleichung verknüpft12. Der Vorteil des Schul-
synthesizers liegt dabei in seiner auf das Wesentliche reduzierten Darstellung.
Die Überprüfung am Synthesizer bedeutet dabei auch direkt die Lösung von Aufgabe 2 auf dem Arbeits-
blatt „Parameter der Sinusfunktion“, da über das auditive Feedback sofort klar ist, welche Parameter die
Lautstärke und Tonhöhe des wahrgenommenen Tons beeinflussen. In dieser soll eine Funktionsgleichung
formuliert werden, in der nur die Parameter verwendet werden, die zur Modellierung von verschiedenen
Tonhöhen und Lautstärken relevant sind. Erwartet wird also die Gleichung f(x) = a · sin(b ·x). Der Ein-
fluss der Phasenverschiebung, der erst beim Zusammenklang mehrerer Töne eine Bedeutung hat, wird
hier zur Vereinfachung des Modells nicht beachtet. Hier wird also die innermathematische Betrachtung
des Parametereinflusses wieder auf das Modell und somit auf die ursprüngliche Anschauung bezogen
(operatives Prinzip).
Zum fertigen Modell fehlt abschließend noch die Interpretation des Sinus als zeitabhängige Funktion.
Das entspricht folgenden Lernzielen:
• Die SuS interpretieren den Sinus als Funktion der Zeit mit dem Parameter b als Frequenz.
• Die SuS kennen das Modell f(t) = a · sin(2π b · t), [b] = 1 1s , [a] = 1mm zur mathematischen
Beschreibung von harmonischen Schwingungen und wenden dieses an, um Töne zu beschreiben.
Dazu wird im Plenumsgespräch dem Parameter b die Einheit einer Frequenz zugeordnet. Das ist für
die SuS sinnvoll, da der Parameter ja eben diese beeinflusst. Im Rahmen einer Einheitenbetrachtung
12Die Phasenverschiebung lässt sich mit dem virtuellen Oszilloskop in der Software Rack nicht sichtbar machen,
da dieses stets beim gleichen Wert triggert. Dass die Phasenverschiebung keinen Einfluss auf die Wahrnehmung
einzelner Töne hat, lässt sich aber nachvollziehen
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[b] · [t] = 11s ·1 s = 1 lässt sich f(t) = sin(b · t) sinnvoll interpretieren. Dem Parameter a wird zusätzlich
noch die Einheit einer Länge zugeordnet [a] = 1mm, sodass sich als fertiges Modell für harmonische
Schwingungen folgende Funktion ergibt:
f(t) = a · sin(2π b · t), [b] = 1 1
s
, [a] = 1mm.
Mit diesem Modell soll jetzt geübt werden. Dazu wird das Arbeitsblatt „Die Sinusfunktion als Modell für
Töne“ (siehe Abschnitt A.2.4) in Einzelarbeit bearbeitet. In Aufgabe 1, sind vier Funktionsgraphen zu
sehen, die jeweils das Modell eines Tons darstellen. Zu jedem der Graphen soll die Funktionsgleichung
angegeben werden. Dazu muss die Frequenz und die Amplitude aus dem Graphen abgelesen werden.
Als Hilfe dient dabei die Tabelle mit den Frequenzen der C-Dur Tonleiter, sowie die Information, dass
die Funktionsgraphen zu jeweils einem der Töne gehören. Aufgrund der Darstellung ist die Frequenz
nicht direkt aus der Darstellung entnehmbar, sodass die Periodendauer bestimmt und umgerechnet wer-
den muss. Je nach Bedarf (die Einführung des Zusammenhangs im Abschnitt Instrumentenanalyse liegt
ja schon etwas zurück), kann das erste Beispiel im Plenum berechnet werden. Dabei muss beim Ablesen
der Periodendauer nicht übermäßig genau vorgegangen werden, da es ausreicht, die Frequenz so einzu-
grenzen, dass sie eindeutig einem der Töne zuzuordnen ist. Sind alle Funktionsgleichungen bestimmt,
sollen die zugehörigen Töne im angegebenen Rhythmus notiert werden. Es ergeben sich die ersten Töne
der Melodie von „Stille Nacht, heilige Nacht“13
In Aufgabe 2 geht es um die umgekehrte Aufgabe. Die Fortführung der Melodie „Alles schläft, ein-
sam wacht“ ist jetzt notiert und soll als Funktionsgleichung angegeben werden. Die Funktionsgraphen
der Töne D und G („Alles“ und „wacht“) sollen darüber hinaus in ein Koordinatensystem skizziert wer-
den. Da das Intervall zwischen beiden Tönen eine Quinte ist, sollte im Koordinatensystem das Frequenz
bzw. Periodendauerverhältnis von drei zu zwei erkennbar sein. Beide Aufgabenteile sind als stabilisie-
rendes Üben zu charakterisieren [11, vgl. S. 208]. In Aufgabe 3 sind die Zeitpunkte, an denen sich die
Saite des Instruments beim Spielen des Tons c in Ruhelaage befindet, also die Nullstellen der Funktion
gefragt, die den Ton c repräsentiert. Da Nullstellenbetrachtungen bisher nur von linearen und quadra-
tischen Funktionen nach festen Schemata bekannt sind, lässt sich die Aufgabe in diesem Kontext als
Problemlöseaufgabe charakterisieren, die als Zusatzaufgabe zur Binnendifferenzierung dienen soll. Am
wahrscheinlichsten ist hier eine Lösung am Graphen derart zu beobachten, dass überlegt wird, zu wel-
chem Zeitpunkt der Periode der Sinus gerade gleich Null ist. Aus der Erkenntnis, dass das für jede Halb
Periodendauer der Fall ist, lässt sich schließen, dass die Nullstellen bei t = k2b k ∈ N0 liegen. Sollten
13Die zugehörige Stunde der Erprobung wurde kurz vor Weihnachten durchgeführt.
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SoS diese Aufgabe lösen, stellen sie die Lösung anschließend dem Rest der Klasse vor. Andernfalls wird
die Aufgabe im Plenum bearbeitet.
Betrachtet man die vom Lehrplan vorgegebenen Inhalte fehlt noch der Ausblick auf gedämpfte Schwin-
gungen (siehe Abschnitt 3.3.1). Dieser wird im folgenden Abschnitt 3.6 gegeben, wo das soeben erar-
beitete Modell angewendet wird.
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3.5.2. Verlaufsplan mathematische Modellierung
Zeit Unterrichtsteil Inhalt Ziele Sozialform
/ Methode
Mittel
45 Erarbeitung Verknüpfung von harmonischen Schwingungen mit der Betrach-
tung vom Sinus am Einheitskreis. Entweder als LV oder selbst-
ständig mit Unterstützung durch Arbeitsblatt A.2.1 und zugehö-
rigen Tippkarten.
Identifizieren der Y-Koordinate eines
einen Kreis umlaufenden Punkts mit ei-
ner harmonischen Schwingung.
Kennen der Darstellung vom Sinus als
Seitenlänge im Dreieck im Einheits-
kreis.
Erkennen des Zusammenhangs zwi-
schen harmonischer Schwingung und
Sinusfunktion.
Begreifen des Modells als mathemati-
sche Beschreibung der Bewegung einer
schwingenden Saite an einem Punkt.
LV oder
GA
Laptops, Beamer,
Tafel, GeoGebra-
Applet „Die
schwingende Saite“
45 Übung Bearbeiten des Arbeitsblatts A.2.2. Bestimmen des Sinus eines Winkels,
durch das Messen der Länge der Gegen-
kathete im Einheitskreis.
Zeichnen des Funktionsgraphen der Si-
nusfunktion und wissen um dessen pe-
riodischen Charakter.
Kennen von Null- und Extremstellen
der Sinusfunktion.
EA Arbeitsblatt A.2.2
15 Erarbeitung Einführung des Bogenmaßes eines Winkels am Einheitskreis.
Erstellen einer Tabelle mit der Angabe einiger Winkel im Bo-
genmaß.
Kennen des Bogenmaßes eines Winkels LV Tafel
25 Erarbeitung
und Übung
Ergänzen der erstellten Tabelle. Formulieren des Zusammen-
hangs zwischen Grad- und Bogenmaß.
Umrechnung verschiedener Beispielwinkel.
Kennen des Zusammenhangs zwischen
Grad- und Bogenmaß.
Anwendung des Zusammenhangs zur
Umrechnung
EA
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10 Zusammen-
fassung
Reflexion des Modellierungsprozesses. Was muss das mathema-
tische Modell zusätzlich zu bisherigen Betrachtung leisten:
Verschiedene Tonhöhen sollen modelliert werden. Das heißt die
Frequenz muss anpassbar sein.
Verschiedene Lautstärken sollen modelliert werden. Die Ampli-
tude muss anpassbar sein.
Die Funktion muss sinnvoll in Abhängigkeit der Zeit interpre-
tierbar sein.
Betrachtung von Parametern aus dem
Modellierungsprozess motivieren.
PL
40 Erarbeitung Erarbeitung des Parametereinflusses auf die Sinusfunktion als
Problemlöseaufgabe in Kleingruppen anhand von Arbeitsblatt
A.2.3. Überprüfung der Vermutungen am Schulsynthesizer.
Kennen des Einflusses der Parameter a,
b, c, d in der Gleichung f(x) = a ·
sin(b · (x− c)) + d auf den Funktions-
graph.
Anwenden der Parameter zur Modellie-
rung harmonischer Schwingungen ei-
nes Instruments.
GA Arbeitsblatt A.2.3,
Schulsynthesizer,
Oszilloskope,
Kopfhörer
20 Erarbeitung Interpretation des Sinus als zeitabhängige Funktion als Leh-
rer*innenvortrag.
b die Einheit einer Frequenz zugeordnet. Mit der Einheitenbe-
trachtung [b] · [t] = 1 1
s
· 1 s = 1 lässt sich f(t) = sin(b · t)
sinnvoll interpretieren.a wird [a] = 1mm zugeordnet.
Fertiges Modell für harmonische Schwingungen:f(t) = a ·
sin(2π b · t), [b] = 1 1
s
, [a] = 1mm.
Interpretieren des Sinus als Funktion
der Zeit mit dem Parameter b als Fre-
quenz.
Kennen und Anwenden des Modells
f(t) = a · sin(2π b · t), [b] =
1 1
s
, [a] = 1mm zur mathemati-
schen Beschreiben von harmonischen
Schwingungen.
LV Tafel
45 Übung Üben mit dem Arbeitsblatt A.2.4 Festigen des erarbeiteten Modells Arbeitsblatt
A.2.4
15 Erarbeitung Nullstellen der Funktion f(t) = a · sin(2π b · t). Falls Lernende
die Zusatzaufgabe lösen, stellen sie die Lösung des Nullstellen-
problems vor. Ansonsten wird sie im Plenum erarbeitet.
Kennen der Nullstellen der Funktion
f(t) = a · sin(2π b · t), sowie Anwen-
dung des zugehörigen Verfahrens.
PL Arbeitsblatt A.2.4
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3.6. Anwendung des Modells von Tönen als harmonische Schwingungen
Mit dem in Abschnitt 3.5.1 entwickelten Modell für harmonische Schwingungen soll jetzt Musik ge-
macht werden. Dazu wird mit der Software Rack (siehe Abschnitt 3.7.5) ein virtueller Synthesizer ent-
wickelt, dessen Klangerzeugung auf diesem Modell beruht. Dabei werden zunächst die Parameter a, b
mit einem MIDI-Keyboard14 steuerbar gemacht. Es erfolgt also der in Abschnitt 3.2.1 thematisierte Über-
gang vom Einzelzahl- zum Veränderlichenaspekt der Parameter. Anschließend werden die einzelnen Tö-
ne mit einer ADSR-Hüllkurve15 versehen. Eine ADSR-Hüllkurve ist dabei eine zeitabhängige Funktion,
die bei jedem Tastenanschlag von vorn gestartet wird. Mit dieser Funktion lässt sich dann beispielsweise
der Parameter a modulieren, sodass der Ton einen Lautstärkeverlauf bekommt. In diesem Zusammen-
hang werden gedämpfte Schwingungen als „natürliche“ Hüllkurve thematisiert. Anschließend wird der
Synthesizer polyphon erweitert, indem einfach mehrere identische Stimmen implementiert werden. Als
letztes Thema werden Obertöne und die Wahrnehmung von Intervallen thematisiert und der Sound des
Synthesizers durch das Hinzufügen von Obertönen kreativ verändert. Für Leser*innen, die noch keine
Erfahrung mit modularen Synthesizern haben, ist es sinnvoll vor dem nächsten Abschnitt die Erklärbox
5 zu diesem Thema zu lesen.
3.6.1. Didaktisches Konzept Anwendung des Modells von Tönen als harmonische
Schwingungen
Ausgangspunkt für die Entwicklung eines mit einem Keyboard spielbaren Synthesizers ist dabei der
Patch16 aus Abbildung 16. Die angegebenen Patches sind dabei immer unter der Abbildungsnummer im
digitalen Anhang der Arbeit zu finden. Anhand des Arbeitsblattes „Entwicklung eines Synthesizers auf
Basis des Modells für harmonische Schwingungen“ (siehe Abschnitt A.3.1) wird die Steuerung durch
ein Keyboard mit der Tongenerierung auf Basis des entwickelten Modells erarbeitet. Zentral für die
Steuerung ist dabei das MIDI-Adapter Modul der Rack Software, welches MIDI-Daten in Zahlenwerte
zwischen -5 und 5 umwandelt17. Für bis zu vier gleichzeitig gespielte Töne liefert der Adapter die Werte
CV, Gate, Velocity und Aftertouch, die an den jeweiligen Ausgängen (schwarz) abgegriffen werden kön-
nen. CV steht dabei für Control Voltage und ist für die Tonhöhensteuerung vorgesehen. Es werden Werte
(also „Spannungen“) von -5 bis 5 geliefert, je nachdem, welche Taste gedrückt wird. Der Wert wird ge-
14MIDI steht für Musical Instrument Digital Interface und ist ein Steuerprotokoll mit dem elektronische In-
strumente Informationen über gespielte Noten, Anschlagstärke und vielem mehr austauschen. Beinahe jedes
E-Piano besitzt eine MIDI-Schnittstelle und kann somit zur Steuerung des Synthesizers benutzt werden.
15Der Begriff Hüllkurve bezieht sich auf den Gebrauch des Begriffs im Synthesizerbereich und nicht auf die
mathematische Definition.
16Verkabelung eines modularen Synthesizers, siehe Erklärbox 5
17Da es sich bei der Software VCV Rack um die Simulation eines analogen modularen Synthesizers handelt,
repräsentieren diese Werte eigentlich Spannungen zwischen −5V und 5V . Das wird hier aber zur Vereinfachung
nicht betrachtet.
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Modularer Synthesizer
Ein Modularer Synthesizer ist ein elektronisches Instrument, das ,wie der Name schon sagt, mo-
dular, also aus einzelnen Komponenten, sogenannten Modulen, aufgebaut wird. Diese Module
erfüllen dann jeweils eine bestimmte Aufgabe. Man kann sich ein Modul als Funktionengenera-
tor vorstellen, dessen Funktionsparameter und dessen Ergebnisse jeweils Anschlüsse haben. Die
Anschlüsse für die Manipulation der Parameter sind dabei Ein-, die für das Ergebnis Ausgänge.
Zumeist können die Parameter darüber hinaus noch mit Drehknöpfen beeinflusst werden. Über
Patchkabel können Aus- und Eingänge jeweils miteinander verbunden und die einzelnen Funk-
tionen so verkettet werden. Je nach Art der erzeugten Funktion und dem damit verbundenen
Anwendungszweck unterscheidet man vereinfachend vier Modultypen:
• Module zur Klangerzeugung (z.B. Oszillatoren, die periodische Funktionen wie
Sinusfunktionen erzeugen),
• Module zur Klangveränderung (z.B. Hüllkurven, die abschnittsweise lineare Funktionen
erzeugen, die häufig für Lautstärkeverläufe genutzt werden),
• Module zur Steuerung (z.B. Sequenzer, die für bestimmte Zeitintervalle konstante
Funktionen erzeugen, die häufig für Tonhöhensteuerung genutzt werden),
• Module zum Organisieren des Signalflusses (z.B. Mixer, die einzelne Eingangssignale
addieren).
So kann z.B. ein Keyboard für jede Note eine konstante Funktion mit einem bestimmten Wert
erzeugen, welche dann über einen Kabel in ein Oszillatormodul gelangt und dort den Parameter
Tonhöhe beeinflusst. Aus dem Oszillatormodul müsste das Ergebnis entsprechend z.B. zu einem
Lautsprecher weiterverbunden werden. Eine bestimmte Verkabelung der Module wird Patch ge-
nannt.
Durch die freie Wahl, welche Funktion welchen Parameter moduliert, sind beliebig komplexe
Patches möglich.
Erklärbox 5: Modularer Synthesizer
speichert, bis eine andere Taste gedrückt wird. Eine Oktave entspricht dabei immer einer Differenz von
1. Man spricht auch vom Volt/Octave Standard für modulare Synthesizer. Am Gate-Ausgang wird der
Wert 5 geliefert, wenn eine Taste gedrückt wird und der Wert 0, wenn keine Taste gedrückt wird. Es
wird also die Information „Taste an“ oder „Taste aus“ übertragen. Am Velocity-Ausgang werden Werte
zwischen 0 und 5 geliefert, je nachdem wie fest eine Taste angeschlagen wird, am Aftertouch-Ausgang
Werte von 0 bis 5 je nachdem, wie fest eine Taste nach dem ersten Anschlagen weiter gedrückt wird. Im
Formula Modul gibt es die Eingänge (weiß) w, x, y, z. Verbindet man diese über ein Kabel mit einem
Ausgang, stellt man eine Gleichung her, zum Beispiel V el = w. Die so definierten Parameter w, x, y, z
können in der Funktionsgleichung verwendet werden.
Aufgabe der SuS ist es, in Kleingruppen, ausgehend vom Patch in Abbildung 16, einen Patch zu erstel-
len und eine Funktionsgleichung zu formulieren, sodass folgende Bedingungen an den sich ergebenden
Synthesizer erfüllt sind:
• Es erklingt nur dann ein Ton, wenn eine Taste gedrückt wird,
68
Abbildung 16: Patch im modularen Synthesizer Rack zur MIDI-Steuerung des Formula Moduls
• die Tonhöhe hängt von der Taste ab, die gedrückt wird,
• (Zusatz) die Lautstärke hängt von der Anschlagstärke der Taste ab.
Darüber hinaus können anschließend andere Steuermöglichkeiten kreativ erprobt werden. Beispielsweise
kann die Tonhöhe über die Anschlagstärke und die Lautstärke über die gespielte Taste gesteuert werden.
Das entspricht Aufgabe 1 auf dem Arbeitsblatt A.3.1. Es handelt sich hier wieder um eine Problemlöse-
aufgabe, die aus den in Abschnitt 3.5.1 angeführten Gründen erneut in Kleingruppen durchgeführt wird.
Das ist auch bezogen auf das benötigte Material sinnvoll, da jede Gruppe einen eigenen Laptop mit der
Software Rack benötigt, der auch für den Rest der Phase zur Verfügung steht, da der Synthesizer kontinu-
ierlich weiterentwickelt werden soll. Ein Keyboard ist nicht zwangsläufig nötig, da die Computertastatur
notfalls als solche verwendet werden kann. Die Tasten „y“ bis „ , “ bilden eine C-Dur Tonleiter. Aller-
dings stehen dann keine Informationen über die Anschlagstärke zur Verfügung. Für die Phase lassen sich
folgende Lernziele formulieren:
• Die SuS ordnen die Anschlagstärke der Lautstärke und die gespielte Taste der Tonhöhe zu.
• Die SuS verknüpfen zwei Werte (z.B. Gate und Velocity), um einen Parameter (z.B. die Amplitude)
zu beeinflussen.
• Die SuS interpretieren die Parameter intuitiv im Veränderlichenaspekt.
• Die SuS formulieren das Modell für harmonische Schwingungen mit anderen Bezeichnungen der
Parameter.
Das erste Lernziel entspricht dabei der natürlichen Erfahrung mit Tasteninstrumenten. Mit cv → w und
V el → x, könnte das in der Funktionsgleichung f(p) = x · sin(w · p) deutlich werden. Das zweite
Lernziel ergibt sich aus der Bedingung, dass nur dann ein Ton erklingt, wenn eine Taste gedrückt wird.
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Hierzu muss der Gate-Wert verarbeitet werden. Damit kein Ton erklingt, wenn keine Taste gedrückt
wird, darf keine Schwingung stattfinden, also die Funktion gleich null werden. Hier sind zwei Lösun-
gen des Problems möglich. Entweder die Frequenz wird null oder die Amplitude wird null. Frequenz
oder Amplitude werden also aus zwei Parametern bestimmt. Hier wird die Objektvorstellung der Sinus-
funktion benötigt, da die Funktion als Ganzes manipuliert werden soll. Das Verständnis, dass einzelnen
Parametern wieder eigene Gleichungen zu Grunde liegen, bereitet auf die Verknüpfung von Funktionen
vor. Da für einzelne Töne die Parameter immer feste Werte annehmen, ist die Verwendung noch mit
dem Einzelzahlspekt vereinbar. Der Schritt zu Parametermanipulation im Funktionsverlauf wird aber
entsprechend kleiner. Der Grundgedanke zu entscheiden, wie die Funktion manipuliert wird, bedarf der
Kovariationsvorstellung bezüglich des Parameters, da der Einfluss der Funktionswerte unter Änderung
des Parameters betrachtet wird. Das vierte Lernziel ist eher implizit zu sehen. Es sollte nur gezielt der
häufigen Fehlvorstellung vorgebeugt werden, die Bedeutung hinge an der Bezeichnung der Parameter.
Insbesondere die Verwendung der Buchstaben x, y, z in der Software könnte für SuS verwirrend sein.
Nachdem das grundlegende Prinzip, dass die Frequenz durch den CV-Ausgang moduliert werden muss,
von den SuS selbst erarbeitet wurde, sollte die Anpassung der Tonhöhenskala im Plenum erfolgen, da sie
auf die Eigenheit des MIDI-Adapters und des Formula-Moduls zurückzuführen ist und dementsprechend
das zu Lernende nur bedingt verallgemeinerbar ist.
Die Tonhöhe wird am CV-Ausgang linear skaliert, also so, dass eine Oktave jeweils einem Sprung von
eins entspricht. Mit anderen Worten verdoppelt sich die Frequenz mit jedem Schritt der Skala. Es lässt
sich im Plenumsgespräch von einer Beispielgrundfrequenz ν0 ausgehend, anhand von einigen Beispielen
durchaus erarbeiten, dass die Frequenz dann exponentiell in der Form ν0 · 2w, mit CV → w verlaufen
muss. Nicht herleitbar ist aber, dass gilt ν0 = 261, 6Hz = c′. Das wurde für den Standard schlicht so
gewählt. Tonhöhen linear zu skalieren, ist zum Beispiel noch in Form der Cent Angabe üblich, bei der
1200 Cent eine Oktave bilden.
Speziell für das Formula Modul ist aber die Form der Eingabe des Frequenzparameters. Wie schon
in Abschnitt 3.5.1 erwähnt, wird der Parameter p im Formula Modul von der Software in der Form
p = t · freq interpretiert, wobei freq dem entspricht, was im gleichnamigen Feld eingetragen wird.
Der Frequenzparameter muss auch in diesem Feld angegeben werden. Der Grund dafür ist technischer
Natur und im Abschnitt 3.7.5 erklärt. Um aus dem CV-Wert des MIDI-Adapters wieder die korrekten
Frequenzen zu generieren, muss also im freq Feld 261, 6Hz · 2w (ohne Einheit) eingegeben werden.
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Damit wird implizit auch eine gleichstufige Stimmung angenommen. Die Frequenz zweier benachbarter
Töne unterscheidet sich also stets um den Faktor 12
√
2 ≈ 1,0594630943593. Das ist die heutzutage übli-
che Stimmung für Tasteninstrumente18.
Die SuS sollten die Möglichkeit haben, diesen ersten Synthesizerentwurf zu erproben. Reihum kann
jede Gruppe abschließend eine Melodie auf ihrem Synthesizer vorspielen. Als psychomotorisches Ziel
kann formuliert werden:
• Die SuS erproben enaktiv das Spielen von Melodien mit dem Synthesizer.
Ausgehend von der Grundidee, einzelne Parameter beim modularen Synthesizer durch die Verbindung
mit Kabeln modulieren zu können, wird in der folgenden Phase der Amplitudenparameter der Sinus-
funktion selbst durch eine Funktion moduliert und somit im Veränderlichenaspekt interpretiert. Da der
Verlauf des Parameters wieder selbst von einer Funktion beschrieben wird, wird intuitiv das Produkt
zweier Funktionen im Sinne der Objektvorstellung von Funktionen nachvollzogen. Das Prinzip ist in
Abbildung 17 dargestellt und so auch auf dem Arbeitsblatt „Amplitudenverlauf“ (siehe Abschnitt A.3.2)
zu finden. Für die Phase werden folgende Lernziele formuliert:
Abbildung 17: Multiplikative Verknüpfung zweier Funktionen über die Modulation eines
Parameters.
• Die SuS interpretieren den Amplitudenparameter im Veränderlichenaspekt.
• Die SuS interpretieren das Produkt der Sinusfunktion mit der den Amplitudenverlauf beschreiben-
den Funktion als Modulation des Amplitudenparameters.
• Die SuS beschreiben den Amplitudenverlauf einer gedämpften Schwingung mit einer Exponenti-
alfunktion der Form h(t) = q · e−s·t.
• Die SuS erhalten einen Einblick in gedämpfte Schwingungen.
• Die SuS lernen den Amplitudenverlauf als charakteristisches Merkmal eines Instruments kennen.
18Insbesondere bei Orgeln gibt es manchmal auch andere verbreitete Stimmungssysteme.
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Abbildung 18: ADSR-Hüllkurvenmodul und die zugehörige Funktion.
Mit den SuS erarbeitet werden diese Ziele am Arbeitsblatt „Amplitudenverlauf“ (siehe Abschnitt A.3.2).
Angeknüpft wird dort an das Arbeitsblatt „Parameter einer periodischen Schwingung“. Dort wurden oh-
ne mathematische Modellierung schon Amplitudenverläufe betrachtet. Anhand der Abbildung 17, die
auch auf dem Arbeitsblatt zu finden ist, wird dabei das Prinzip einer Parametermodulation durch eine
andere Funktion erläutert. Das sollte ausführlich im Plenum diskutiert werden.
In Aufgabe 1 soll dann der in Abbildung 19 dargestellte Patch erstellt und die Funktion h(t) mit der
ADSR-Hüllkurve generiert werden. Der Amplitudenparameter wird dann mit dieser Funktion moduliert
(siehe Erklärbox 5). Das Modul stellt eine abschnittsweise lineare zeitabhängige Funktion zur Verfügung,
die bei jedem Tastenanschlag von vorn beginnt19. „ADST“ ist die Abkürzung für die vier Parameter „At-
tack, Decay, Sustain, Release“, die am Modul als Potentiometer zur Verfügung stehen und mit denen
die Funktion beeinflusst werden kann. Zu sehen ist der Parametereinfluss in Abbildung 18. „Attack“
beschreibt die Zeit, bis die Funktion ihr Maximum erreicht, „Decay“ die Zeit bis die Funktion auf das
Sustainlevel absinkt, „Sustain“ gibt den Wert vor, den die Funktion hält, bis die Taste losgelassen wird
und „Release“ beschreibt die Zeit, die die Funktion nach dem Loslassen der Taste benötigt, um wieder
auf null zu fallen20. In Abbildung 19 ist der fertige Patch zu sehen, im angeschlossenen Oszilloskop
der eingestellte Amplitudenverlauf. Der Ton benötigt bei dieser Einstellung der ADSR-Hüllkurve einen
kurzen Moment, um auf die maximale Lautstärke zu kommen, ändert die Lautstärke dann nicht, bis die
Taste wieder losgelassen wird. Dann klingt er noch eine kurze Zeit nach.
Mit den Einstellungen der vier Potentiometer soll im Folgenden experimentiert werden. Für zwei kon-
19Genau genommen bei jedem Impuls am Gate-Eingang des Moduls, sodass dieses mit dem Gate-Ausgang des
MIDI-Adapters verbunden werden muss.
20Je nach ADSR-Hüllkurvenmodul kommt es auch vor, dass im Attack- und Release-Zeitraum Exponential-
anstatt linearen Funktionen durchlaufen werden. Das soll hier aber der Einfachheit halber vernachlässigt
werden.
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Abbildung 19: Patch im modularen Synthesizer Rack zur MIDI-Steuerung des Formula Moduls
mit einem ADSR-Hüllkurvenmodul.
krete Einstellungen soll die generierte Funktion h(x) skizziert werden. Analog zur Betrachtung der Para-
meter der Sinusfunktion in Abschnitt 3.5.1, werden die Parameter der Funktion h(t) enaktiv manipuliert.
Über das Oszilloskop gibt es ein ikonisches Feedback. Zusätzlich ist die Funktion als Amplitudenver-
lauf hörbar. Der Übergang des Amplitudenparameters vom Einzelzahl- in den Veränderlichenaspekt ist
somit visuell und auditiv erfahrbar. Verbindet man die ADSR-Hüllkurve zusätzlich mit dem Y-Eingang
des Oszilloskops, ist diese zusätzlich zur Wellenform sichtbar. Falls SuS Probleme haben h(t) aus f(t)
(im Sinne der Bezeichnung aus Abbildung 17) zu rekonstruieren, kann das als Hinweis gegeben werden.
Aufgabe 1 soll wieder in den gleichen Kleingruppen gearbeitet werden, in denen der Funktionensynth
angelegt wurde. Das kontinuierliche Weiterarbeiten am eigenen Produkt sorgt für eine engere Bindung
an und eine Identifikation mit dem Lerngegenstand, die das Interesse und die Motivation positiv beein-
flussen [30, vgl. S. 188].
In Aufgabe 2 und Aufgabe 3 werden erneut die ursprünglichen Aufnahmen aus Abschnitt 3.4 jetzt in
Einzelarbeit betrachtet. Die ursprüngliche Anschauung zieht sich also hier als roter Faden weiter durch
das Konzept. Auch für diese Funktionen soll jetzt der Amplitudenverlauf durch eine Funktion beschrie-
ben werden. Das entspricht dem „Ausblick auf gedämpfte Schwingungen“, der vom Lehrplan gefordert
wird [21, S. 29f]. In Aufgabe 2 soll dabei zunächst der Amplitudenverlauf als eigene Funktion h(t) skiz-
ziert werden. In Aufgabe 3 soll eine Funktionsgleichung gefunden werden, die dem Funktionsgraphen
entspricht. Hier gibt es also wieder den Übergang zwischen ikonischer und symbolischer Darstellungs-
ebene. Die Exponentialfunktion (inklusive Parameter) wird hier als bekannt vorausgesetzt und soll im
Funktionsgraph wiedererkannt werden21. Ob die SuS dazu in der Lage sind, hängt stark vom Vorwissen
21Die Funktionen aus der ADSR-Hüllkurve werden im Gegensatz dazu nicht als Funktionsgleichung beschrieben.
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der individuellen Klasse ab. Als Hilfe können mehrere Funktionen zur Auswahl gestellt werden, z.B.:
h(t) = s · (−t) + u, h(t) = s · (t+ u)2, h(t) = q · e−s·t.
Inwiefern das nötig ist, muss die einzelne Lehrperson entscheiden. Die so gefundene Funktion wird dann,
analog zur ADSR-Hüllkurve an die Stelle des Amplitudenparameters gesetzt:
f(t) = a · sin(b · t)
h(t) = q · e−s·t a = h(t)
−−−−−→
f(t) = q · e−s·t · sin(b · t)
und so intuitiv die Gleichung einer gedämpften Schwingung (im Schwingfall) als das Produkt zweier
Funktionen erschlossen. Das Produkt zweier Funktionen lässt sich somit auffassen als eine Funktion,
deren multiplikativer externer Parameter (siehe Abschnitt 3.2.1) von der zweiten Funktion moduliert
wird. Dadurch lassen sich komplexe Funktionen leichter erfassen. Dieser Denkprozess beeinflusst die
Grundvorstellungen zum Funktionenbegriff, die von den SuS individuell ausgebildet werden. Daher soll-
te dieser Denkprozess in Einzelarbeit durchlaufen werden. Zum Abschluss dieser Phase wird im Plenum
diskutiert, inwieweit der Amplitudenverlauf eines Tones charakteristisch für ein bestimmtes Instrument
ist. Dazu werden neben den zwei auf dem Arbeitsblatt abgebildeten Tönen die anderen ursprünglichen
Aufnahmen herangezogen. Auf dem Arbeitsblatt erkennbar ist zum Beispiel schon, dass der Ausklang
einer Trommel viel kürzer, die Dämpfung also viel stärker ist. Auch die Einschwingphase unterscheidet
sich je nach Instrument und Spieltechnik teils erheblich. An dieser Stelle sollten die SuS noch einmal
Zeit bekommen, den Amplitudenverlauf verschiedener Instrumente zu untersuchen und mit ihrem Syn-
thesizer durch das Einstellen der ADSR-Hüllkurve nachzuempfinden.
In der nächsten Phase sollen Intervalle, also Beziehungen mehrerer Töne zueinander, thematisiert wer-
den. In diesem Abschnitt wird also eine der ursprünglichen Fragen - „Warum klingen manche Töne gut
zusammen und andere nicht?“ - beantwortet. Die zugehörigen Lernziele sind:
• Die SuS ordnen einem musikalischem Intervall (einem Tonpaar) einen Höreindruck (konsonant
oder dissonant) zu.
• Die SuS identifizieren ein Intervall und den zugehörigen Höreindruck mit einem Frequenzverhält-
nis anstatt absoluter Frequenzen.
• Die SuS gewinnen einen Einblick in den Zusammenhang zwischen dem Frequenzverhältnis und
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Abbildung 20: Vierstimmige Variante des Patches aus Abbildung 19.
dem Höreindruck.
Um mehrere Töne gleichzeitig spielen zu können, muss der Funktionensynthesizer zunächst polyphon
erweitert werden. Dazu werden einfach drei zu der in Abbildung 19 identische Synthesizerstimmen hin-
zugefügt und an die anderen Anschlüsse des MIDI-Adapters angeschlossen. Diese müssen, bevor sie mit
dem Audioausgang verbunden werden, gemischt werden. Dazu kann ein Mix-Modul verwendet werden.
Hier wird aufgrund der Anschaulichkeit aber wieder das Formula Modul verwendet. In diesem Fall müs-
sen die einzelnen Stimmen mit den Parametern w,x,y,z verbunden und im Modul schlicht addiert werden.
Um die Lautstärke wieder zu normalisieren, kann anschließend einfach durch vier geteilt werden. Fasst
man die Berechnung der Tonhöhe wieder in einem Parameter zusammen, ergibt sich folgende Situation:
Formula 1: f1(t) = h1(t) · sin(a1 · t)
Formula 2: f2(t) = h2(t) · sin(a2 · t)
Formula 3: f3(t) = h3(t) · sin(a3 · t)
Formula 4: f4(t) = h4(t) · sin(a4 · t)
Formula 5: f(t) =
1
4
(f1(t) + f2(t) + f3(t) + f4(t))
Die Funktionen hi sind dabei die Funktionen der Hüllkurven. Der zugehörige Patch ist in Abbildung 20
zu sehen. Die vierstimmige Erweiterung wird von der Lehrperson am Beamer vorgeführt und anschlie-
ßend von den SuS wieder in den identischen Kleingruppen an ihrem Synthesizer nachgebaut. Auch hier
sorgt das kontinuierliche Weiterarbeiten am eigenen Synthesizer wieder für eine stärkere Bindung an den
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Lerngegenstand.
Ist der Funktionensynthesizer polyphon erweitert, soll damit das Arbeitsblatt „Intervalle“ (siehe Ab-
schnitt A.3.3) bearbeitet werden. Hier wird durchgehend am und mit dem Synthesizer gearbeitet, sodass
die Arbeit wieder in den identischen Kleingruppen erfolgt. Das Arbeitsblatt gibt es in zwei Versionen.
Eine davon ist in Abschnitt A.3.3 zu finden, die andere befindet sich im digitalen Anhang. Sie unterschei-
den sich nur in der betrachteten Tonart. Im hier gezeigten Arbeitsblatt wird die Tonart C-Dur untersucht,
auf dem Arbeitsblatt im digitalen Anhang die Tonart G-Dur. Die Gruppen sollen jeweils mit einer Version
des Arbeitsblattes arbeiten. Abschließend soll verglichen werden. Ziel ist die Erkenntnis, dass die Wahr-
nehmung eines Intervalls nur vom Frequenzverhältnis der betrachteten Töne abhängt, aber nicht von der
Frequenz der einzelnen Töne. Das entspricht dem zweiten oben formulierten Lernziel. Diese Erkenntnis
setzt eine gleichstufige Stimmung des Instruments voraus, die im Fall der Funktionensynthesizers, wie
oben diskutiert, gegeben ist.
In Aufgabe 1 des Arbeitsblatts „Intervalle“ soll jedem Intervall innerhalb einer Oktave der Dur-Tonleiter
ein Höreindruck zugeordnet werden. Dazu soll eine Skala von eins (sehr dissonant) bis zehn (sehr konso-
nant) verwendet werden. Das soll die SuS dazu zwingen, die einzelnen Intervalle abzustufen und implizit
eine Ordnung zu formulieren. Die Wahrnehmung von Intervallen ist dabei individuell sehr unterschied-
lich. Feine Abstufungen setzen ein gut trainiertes Gehör voraus. Daher sind Diskussionen zur Bewertung
innerhalb der Kleingruppen erwünscht. Die Lösungen entsprechen dann dem Gruppenmittel des Hörein-
drucks.
In Aufgabe 2 sollen zunächst die Frequenzen der betrachteten Einzeltöne gefunden werden. Dazu kann
einfach das Stimmgerät-Modul „HOT TUNA“ in der Rack Software verwendet werden. Verbindet man
dieses mit dem Ausgang des Formula-Moduls, wird die Frequenz der gespielten Töne direkt angezeigt.
Aus den so bestimmten Frequenzen soll nun jeweils das Frequenzverhältnis zum Grundton der betrach-
teten Tonleiter berechnet und den einzelnen Intervallen zugeordnet werden. Dabei soll sinnvoll genähert
und als Bruch angegeben werden, wenn möglich. Das hat den Hintergrund, dass die Frequenzverhältnis-
se der Intervalle bei einer gleichstufigen Stimmung nur ungefähr denen einer reinen Stimmung entspre-
chen22. Für ungeübte Ohren sind die Unterschiede zur gleichstufigen Stimmung aber nur schwer hörbar
und sollen deshalb hier nicht weiter betrachtet werden. Vielmehr sollen die gemessenen Frequenzver-
22Bei einer reinen Stimmung werden die Intervalle Oktave, Quinte, Quarte und große Terz einer diatonischen
Tonleiter exakt durch die Frequenzverhältnisse 2
1
, 3
2
, 4
3
und 5
4
bestimmt. Diese Bedingung ist aber nur für
jeweils eine Tonleiter umsetzbar und sorgt auch da bei der Umsetzung auf bundierten und Tasteninstrumenten
für Probleme.
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hältnisse der Intervalle durch deren rein gestimmtes Pendant genähert werden. Konkret bedeutet dies:
Prime große
Sekunde
große
Terz
reine
Quarte
reine
Quinte
große
Sexte
große
Septime
Oktave
f2
f1
(gleich-
stufig)
1
12
√
22
≈ 1, 123
12
√
24
≈ 1, 260
12
√
25
≈ 1, 335
12
√
27
≈ 1, 498
12
√
29
≈ 1, 682
12
√
211
≈ 1, 888
2
≈ (rein) 1 98
5
4
4
3
3
2
5
3
15
8 2
Um auf die in der Zeile für die reine Stimmung angegebenen Verhältnisse zu kommen, muss den Grup-
pen individuell der ein oder andere Hinweis gegeben werden. Die Darstellung als Bruch wird für Auf-
gabe 3 benötigt, sodass die Ergebnisse nach Aufgabe 2 zunächst gesammelt werden sollten. Aufgabe 3
kann dann auch im Plenum gelöst werden. Ziel ist die qualitative Aussage, dass der Höreindruck umso
konsonanter ist, je kleiner die Summe von Dividend und Divisor ist. Mit anderen Worten: Je einfacher
das Frequenzverhältnis der beiden Töne des Intervalls, desto konsonanter der Höreindruck. Es handelt
sich bei dieser Aussage aber eher um eine Faustregel, die eine Tendenz angibt. Die Wahrnehmung von
Intervallen ist über diesen Zusammenhang hinaus stark kulturell geprägt und hängt vom Kontext ihres
Erscheinens ab. Das sollte den SuS durch das Spielen einer großen Septime zunächst allein und dann
im Kontext eines maj7 Akkords verdeutlicht werden. Mit der Regel lässt sich beispielsweise sehr gut
erklären, warum Menschen im Allgemeinen eine Quinte als starke Konsonanz und eine große Septime
als starke Dissonanz wahrnehmen. Eine Unterscheidung in der Wahrnehmung von Quinte und Quarte ist
allerdings nur schwer möglich.
Den Abschluss des Konzepts bildet das Thema Obertöne. Hier wird die zweite ursprüngliche Frage be-
antwortet: „Warum klingt ein Ton auf verschiedenen Instrumenten unterschiedlich?“ Für den Abschnitt
werden folgende Lernziele formuliert:
• Die SuS wissen, dass sich der Klang eines Instruments beim Spielen eines Tons aus dem Grund-
und Obertönen zusammensetzt.
• Die SuS interpretieren periodische Schwingungen als Summe von harmonischen Schwingungen.
• Die SuS bekommen einen Einblick in Fourieranalyse periodischer Funktionen.
• Die SuS führen eine Fourieranalyse des Klangs eines Instruments ihrer Wahl in einer Software
durch.
• Die SuS empfinden die Obertonstruktur und den Amplitudenverlauf eines Instruments mit ihrem
Synthesizer nach.
• Die SuS bewerten ihr mit dem Synthesizer erstelltes Modell des untersuchten Instruments.
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Abbildung 21: Periodische Schwingung als Summe der Sinusfunktionen mit den Frequenzen der
Töne c’ und c”.
• Die SuS entwickeln kreativ den Klang ihres eigenen Synthesizers.
Bei der Instrumentenanalyse in Abschnitt 3.4.1 wurden auch Beispiele periodischer aber nicht harmo-
nischer Schwingungen behandelt. Eine solche ist beispielsweise die Stimmaufnahme des Lautes „Em“
in Abbildung 3. Derartige Schwingungen lassen sich mit dem Funktionensynthesizer erzeugen, indem
mehrere Töne auf einmal gespielt werden. Ein Beispiel, ist in Abbildung 21 zu sehen. Dort wurden
die Töne c’ und c” gemeinsam mit gleicher Amplitude gespielt. Die Stimmaufnahme und das Beispiel
aus Abbildung 21 werden den SuS mit Hilfe eines Beamers gezeigt. In einer Plenumsdiskussion kann
dann von den SuS leicht nachvollzogen werden, dass periodische Schwingungen sich als Summe von
Sinusfunktionen darstellen lassen. Die Fourieranalyse wird als Verfahren eingeführt, eine periodische
Schwingung in eine Reihe von Sinusfunktionen zu überführen. Da es sich bei der Fourierreihe nicht um
Schulstoff im Sinne des Lehrplans handelt, soll hier aber eine grafische Auswertung der Frequenzen und
Amplituden genügen (ikonische Betrachtung). Auch die Phasenverschiebung der einzelnen Funktionen
wird nicht betrachtet. Die Stimmaufnahme wird dazu mit dem Programm Sonic Visualiser analysiert
und mit den SuS diskutiert. Das Ergebnis dieser Analyse ist das Beispiel auf dem Arbeitsblatt „Obertö-
ne“ (siehe Abschnitt A.3.4). Dort ist auch die entsprechende Anleitung für die Software zu finden, die
hier daher nicht nochmal wiederholt wird. Anhand eines Experiments kann die Existenz von Obertönen
anschaulich gezeigt werden. Schlägt man eine Gitarrensaite an, kann man die Grundfrequenz dämpfen,
indem man die Saite in einem der Knoten der stehenden Welle der Obertöne berührt (siehe Abschnitt
3.2.6). Diese Technik soll als Flageolett benannt werden. Damit kann für die SuS nachgewiesen werden,
dass der jetzt hörbare Ton schon vorher Teil des Gesamtklangs war. Steht ein Flügel zur Verfügung, kann
an diesem alternativ auch ein tiefer Ton angeschlagen und die zugehörigen Saiten anschließen gedämpft
werden. Die Obertöne sind weiterhin durch die entsprechend angeregten anderen Saiten weiter hörbar
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und können identifiziert werden.
Anschließend an das Experiment wird im Rahmen des Arbeitsblatts „Obertöne“ (siehe Abschnitt A.3.4)
der Klang der in Abschnitt 3.4.1 betrachteten Instrumente untersucht und mit dem Funktionensynthesizer
„nachgebildet“. Dazu werden Aufnahmen der Instrumente in der Software Sonic Visualiser einer Fou-
rieranalyse unterzogen und als Spektrogramm dargestellt, sich mit der Furieranalyse also auch enaktiv
auseinandergesetzt (siehe Abbildung 6). Mit dem Funktionensynthesizer können die SuS das untersuch-
te Instrument nachbilden, indem sie die entsprechenden Obertöne mit den zugehörigen Amplituden aus
dem Spektrogramm ablesen und als Sinusfunktionen zum Grundton addieren. Ein einfaches Beispiel ist
der Klang einer Hammondorgel23. Bei der Fourieranalyse einer solchen sind der Grundton und die ersten
beiden Obertöne etwa gleich laut. Beim dritten und vierten Oberton nimmt die Lautstärke ab. Der fünfte
Oberton ist nochmal beinahe so laut wie der Grundton. Es soll hier das Prinzip vermittelt werden. Eine
exakte Messung ist daher ebenso wie eine Betrachtung vieler Obertöne nicht nötig. Für den Synthesizer
ergibt sich also folgende Funktion:
f(t) = h(t) · ( sin(2π · b · t) + sin(2π · 2b · t) + sin(2π · 3b · t) + 0, 5 · sin(2π · 4b · t)
+0, 4· sin(2π · 5b · t) + 0, 8 · sin(2π · 6b · t))/4, 7.
Das Teilen am Ende normiert die Funktion wieder auf maximal eins, damit der Synthesizer nicht über-
steuert (Werte größer fünf können von der Software nicht sauber verarbeitet werden). Der finale Patch
für den Klang einer Orgel ist in Abbildung 22 zu sehen. Im digitalen Anhang ist darüber hinaus das Or-
gelstück „Präludium und Fuge in D-Moll - BWV 539“ von Johann Sebastian Bach, gespielt mit diesem
Synthesizerpatch, zu finden. Der Orgelcharakter ist dabei eindeutig erkennbar. Aufgeteilt ist die Unter-
suchung und „Nachbildung“ der Instrumente dabei in fünf Aufgaben auf dem Arbeitsblatt „Obertöne“.
In der ersten wird die Fourieranalyse des Instruments durchgeführt und die Amplituden der Obertöne
bestimmt. In Aufgabe 2 soll dann die Funktionsgleichung des Klangs angegeben werden, wie das oben
beispielhaft für die Orgel zu sehen ist. In Aufgabe 3 wird diese Funktion in den Funktionensynthesizer
implementiert. Das ist beispielhaft in Abbildung 20 zu sehen. In Aufgabe 4 soll der Amplitudenver-
lauf des Instruments durch die Einstellung der Funktion h(t) an der ADSR-Hüllkurve nachgebildet und
schließlich in Aufgabe 5 der Klang des realen Instruments mit der Nachbildung verglichen werden. Im
Plenum sollten anschließend Gründe diskutiert werden, aus denen die Nachbildung nicht wie das reale
Instrument klingt. Argumente wären hier z.B.:
23Bei einer Orgel kann der Anteil der Obertöne über sogenannte Register gesteuert werden. Die simulierte Ober-
tonstruktur gilt also nur für die spezielle Registereinstellung.
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Abbildung 22: Simulation des Sounds einer Hammondorgel auf Basis des Patches aus Abbildung
20 mit fünf zusätzlichen Obertönen.
• Es wurde nur die Aufnahme eines bestimmten Tons für einen bestimmten Anschlag modelliert und
angenommen, dass die Obertonstruktur zeitlich konstant ist.
• Es wurde nur eine begrenzte Anzahl an Obertönen berücksichtigt. Es handelt sich aber um eine
unendliche Reihe.
Eine Diskussion an dieser Stelle über das erstellte Modell und dessen Grenzen ist zu Abschluss des
Konzepts wichtig. Eine Reflexion zum Modellierungsprozess ist zentral für allgemeine mathematische
Kompetenz des Modellierens, wie die KMK sie fordert (siehe Abschnitt 3.3.2).
Aufgabe 6 schließt das Konzept ab. Hier können die SuS durch das Experimentieren mit verschiede-
nen Obertönen einen individuell klingenden Synthesizer erstellen. Auch hier nochmal der Verweis auf
die durch die persönliche Identifikation mit dem Lerngegenstand erhöhte Motivation.
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3.6.2. Verlaufsplan Anwendung des Modells von Tönen als harmonische Schwingungen
Zeit Unterrichtsteil Inhalt Ziele Sozialform
/ Methode
Mittel
45 Erarbeitung Entwicklung eines Synthesizers auf Basis des Modells für har-
monische Schwingungen mit Hilfe des Arbeitsblatts A.3.1 im
Programm VCV-Rack.
Problemlösen zur Ansteuerung der Sinusfunktion mit MIDI-
Daten
Interpretieren der Parameter der Sinus-
funktion im Veränderlichenaspekt.
Zuordnung der Anschlagstärke zur
Lautstärke und der gespielten Taste zur
Tonhöhe.
Spielen von Melodien mit dem Synthe-
sizer.
GA Laptop mit VCV-
Rack, Beamer
20 Erarbeitung Amplitudenverlauf. Interpretation des Produkts zweier Funktio-
nen als Modulation der externen multiplikativen Parameters mit
Hilfe von Arbeitsblatt A.3.2. Klärung der technischen Umset-
zung einer Parametermodulation durch eine ADSR-Hüllkurve
Interpretation des Amplitudenparame-
ters im Veränderlichenaspekt.
Interpretation des Produkts der Sinus-
funktion mit der den Amplitudenverlauf
beschreibenden Funktion als Modulati-
on des Amplitudenparameters.
Kennen einer ADSR-Hüllkurve und ih-
rer Parameter
PL Laptop mit VCV-
Rack, Beamer, Ar-
beitsblatt A.3.2
40 Anwendung Bearbeiten des ArbeitsblattsA.3.2. Implementierung von ADSR-
Hüllkurven in den Funktionensynthesizer und Erkundung ver-
schiedener Einstellmöglichkeiten. Skizzieren von eingestellten
Amplitudenverläufen und realen Amplitudenverläufen.
Beschreiben realer Amplitudenverläufe mit einer Exponential-
funktion der Form h(t) = q · e−s·t. Formulierung der Funkti-
onsgleichung einer gedämpften Schwingung.
Beschreiben des Amplitudenverlaufs
einer gedämpften Schwingung mit
einer Exponentialfunktion der Form
h(t) = q · e−s·t.
Einblick erhalten in gedämpfte Schwin-
gungen.
Kennenlernen des Amplitudenverlaufs
als charakteristisches Merkmal eines
Instruments.
GA Laptop mit VCV-
Rack, Beamer, Ar-
beitsblatt A.3.2
15 Erarbeitung Polyphones Erweitern des Funktionensynthesizers durch Hinzu-
fügen identische Stimmen. Mathematische Diskussion des resul-
tierenden Klangs als Summe der Einzeltöne.
PL Laptop mit VCV-
Rack, Beamer
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45 Anwendung Im Rahmen des Themas Intervalle wird die Frage „Warum klin-
gen manche Töne gut zusammen und andere nicht?“ geklärt.
Dazu untersuchen die SuS die Intervalle einer Dur-Tonart mit
Arbeitsblatt A.3.3. Zuerst wird der Höreindruck von Interval-
len bewertet, dann die Frequenzen der beteiligten Töne bestimmt
und die Frequenzverhältnisse berechnet. Das Verhältnis wird mit
dem Höreindruck in Zusammenhang gesetzt.
Zuordnen eines Höreindrucks (konso-
nant oder dissonant) zu einem musika-
lischen Intervall.
Identifikation eines Intervalls und des
zugehörigen Höreindrucks mit einem
Frequenzverhältnis.
Einblick gewinnen, in den Zusammen-
hang zwischen dem Frequenzverhältnis
und dem Höreindruck.
GA Laptop mit VCV-
Rack, Beamer, Ar-
beitsblatt A.3.3
15 Erarbeitung Einführung von Obertönen und Fourieranalyse als Lehrervor-
trag.
Betrachtung von periodischer aber nicht harmonischer Schwin-
gung.
Darstellung als Summe von Sinusfunktionen im Funktionensyn-
thesizer.
Demonstrationsexperiment zu Obertönen an der Gitarre oder am
Flügel.
Fourieranalyse einer Stimmaufnahme mit der Software Sonic
Visualiser. Erklärung der Darstellung
Kennen des Zusammenhangs zwischen
Klang eines Instruments und dessen
Obertonstruktur.
Interpretation periodischer Schwingun-
gen als Summe von harmonischen
Schwingungen.
Einblick in Fourieranalyse.
LV und PL Laptop mit VCV-
Rack, Beamer
60 Anwendung SuS führen selbst Fourieranalysen verschiedener Instrumente
durch und formulieren den Klang näherungsweise als Summe
von Sinusfunktionen. Sie empfinden das Instrument durch An-
passung der Obertöne und des Amplitudenverlaufs mit dem
Funktionensynthesizer nach und reflektieren ihren Modellie-
rungsprozess.
Die SuS experimentieren frei mit dem Klang ihrer Synthesizer.
Durchführen einer Fourieranalyse des
Klangs eines Instruments.
Nachempfinden der Obertonstruktur
und des Amplitudenverlaufs eines
Instruments mit dem Funktionensyn-
thesizer.
Bewerten des mit dem Synthesizer
erstellten Modells des untersuchten
Instruments.
Kreatives Entwickeln des Klangs des
Funktionensynthesizers.
PL Laptop mit VCV-
Rack, Beamer, Ar-
beitsblatt A.3.4
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3.7. Verwendete Software
Im Rahmen des hier vorgestellten Unterrichtskonzepts wurden verschiedene Programme zur Analyse von
Schwingungen und Tönen und Klängen bzw. zu deren Generierung eingesetzt. Auf den Einsatz kosten-
pflichtiger Programme wurde dabei bewusst verzichtet. Die Programme sind alle kostenfrei verfügbar
und bis auf VCV-Rack nicht kommerziell. Die folgende Vorstellung soll keine Anleitung der Nutzung
darstellen. Auf den einzelnen Websites sind dazu jeweils ausführliche Dokumentationen zu finden.
3.7.1. Audacity
Audacity ist eine sehr populäre, nicht kommerzielle, kostenfreie Software zur Bearbeitung von Audio-
material unter der GNU General Public License. Die Software ist durch Spenden finanziert und auf der
Website des Entwicklerteams www.audacityteam.org für Windows, Linux und Mac OS verfüg-
bar. Der Funktionsumfang ist in den letzten Jahren extrem gewachsen und kann dank einer Schnittstelle
für Plug-ins von Drittherstellern beliebig erweitert werden. So sind damit komplette Produktionen im
Audio- und Videobereich durchführbar. Im Rahmen dieser Arbeit wird Audacity lediglich dazu verwen-
det, Audiomaterial aufzunehmen und die Wellenform zu untersuchen. Für komplexere Anwendungen
findet sich auf der Website auch eine komplette Dokumentation der Funktionen.
3.7.2. Geogebra
GeoGebra ist ebenfalls eine nicht kommerzielle Software unter der GNU General Public License. Sie
kombiniert die Funktionen einer Dynamischen-Geometrie-Software mit einer algebraischen Schnittstel-
le und einem CAS-System. Funktionen und geometrische Objekte können in der Ebene oder im Raum
betrachtet und bearbeitet werden. Die Software ist speziell für den Einsatz in der Schule konzipiert wor-
den und entsprechend leicht bedienbar. Durch ihre weite Verbreitung sind SuS häufig schon mit der
Software vertraut. Die Software kann mittlerweile nicht nur auf allen verbreiteten Desktop-Systemen
verwendet werden, sondern steht in Form von Apps auch auf mobilen Geräten oder direkt im Browser
zur Verfügung. Zusätzlich zu den Programmen steht auf der Website ww.geogebra.org eine große
Onlinebibliothek an fertigen Applets zur Verfügung. GeoGebra-Applets können in viele verschiedene
Formate, z.B. TikZ oder html, exportiert und so beispielsweise auf Websites oder Tex-Dokumenten ein-
gebunden werden.
3.7.3. Viana
Viana ist eine kostenlose Software, die für die Videoanalyse im Physikunterricht von Thomas Ker-
sting und Adrian Voßkühler an der Universität Essen konzipiert wurde. Sie ist auf der Website www.
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viananet.de für Windows und im Apple App-Store für iOS verfügbar. Die iOS Variante ist dabei
deutlich leichter zu bedienen. Ein großer Vorteil liegt auch darin begründet, dass dasselbe Gerät zur Auf-
zeichnung und Analyse des Videos verwendet werden kann. Beide Varianten werden seit 2015 allerdings
nicht mehr weiterentwickelt. Besonders nützlich in beiden Varianten ist die Möglichkeit, bestimmte Far-
ben im Video automatisch zu verfolgen und die Bewegung in einem im Video definierten Koordinaten-
system darzustellen. Die Daten können auch exportiert und beispielsweise in einer Tabellenkalkulation
weiterverarbeitet werden. Für diese Arbeit wurde mit dieser Software die Bewegung des Mittelpunkts
einer Saite eines E-Basses untersucht.
3.7.4. Sonic Visualiser
Die Software Sonic Visualiser wurde an der Queen Mary University of London entwickelt, ist kosten-
los für alles Desktop-Plattformen verfügbar und kann unter folgendem Link heruntergeladen werden:
www.sonicvisualiser.org. Sie wurde unter der GNU General Public License veröffentlicht. Sie
dient der grafischen Analyse von Audiomaterial. Es stehen beispielsweise verschiedene Möglichkeiten
und Darstellungen der Fourieranalyse zur Verfügung. In dieser Arbeit wird mit der Software der Klang
verschiedener Instrumente auf ihre Obertonstruktur hin untersucht.
3.7.5. VCV-Rack
Das Programm „Rack“ von VCV ist die Emulation eines modularen Synthesizers (siehe Erklärbox 5).
Die Software ist für Windows, Linux und Mac OS kostenlos verfügbar. Von VCV selbst ist dabei nur der
Rahmen (das „Rack“) und einige Module. Da die Software Open Source ist, gibt es aber viele Module
von verschiedenen anderen Entwickler*innen. Eines davon ist das Formula-Modul, welches insbesonde-
re in Abschnitt 3.6 zur Entwicklung des Funktionensynthesizers genutzt wurde. Im Folgenden wird an
einigen Beispielen beschrieben, wie ein modularer Synthesizer prinzipiell und ausgewählte Module im
Speziellen funktionieren und wie damit Mathematik betrieben werden kann.
Das erste Patchbeispiel, ist in Abbildung 23 zu sehen und zeigt die Erzeugung einer Sinusfunktion. Die
Funktion selbst wird dazu von einem sogenannten VCO-Modul (Voltage Controlled Oszillator) erzeugt.
Die schwarzen Buchsen sind dabei die Ausgänge des Moduls, an denen auch andere Funktionstypen
abgegriffen werden können. Für die verwendete Sinusfunktion ist die Frequenz über die Buchse V/OCT
oder den Drehknopf FREQ einstellbar. Für diesen Patch ergibt sich also eine Funktion der Form
VCO: f(t) = sin(a · t).
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Abbildung 23: Patchbeispiel für eine einfache Sinusfunktion mit der Software Rack
Die im linken Teil erzeugte Funktion wird im rechten Teil mit einem Oszilloskop sichtbar und mit einem
Audiomodul hörbar gemacht. Analog zu Abschnitt 3.5.1 kann hier beispielsweise der Parameter der
Frequenz erarbeitet werden.
Im zweiten Patch aus Abbildung 24 werden zwei Sinusfunktionen verwendet:
VCO1: f(t) = sin(a · t)
VCO2: g(t) = sin(b · t).
Zusätzlich stellt ein Mixermodul die Funktion
Mixer: h(t) = c · u+ d · v
bereit. Die Parameter c und d werden dabei mittels Drehknöpfen beeinflusst, die Parameter u und v sind
als Anschlüsse ausgeführt. In dem Beispiel aus Abbildung 24 gilt jetzt c = d (obere beide Drehknöpfe
des Mixermoduls), u = f(t) und v = g(t) (gelbes und grünes Kabel). Die resultierende Funktion
c · sin(a · t) + d · sin(b · t)
ist wieder mit dem Oszilloskop und dem Audiomodul verkabelt. Die Differenz zwischen den Parametern
a und b der Sinusfunktionen ist klein, sodass man rhythmische Auslöschungen, sogenannte Schwebun-
gen, beobachten und hören kann.
Mit diesem Patch könnte die Addition von Sinusfunktionen behandelt werden. Auch die Darstellung von
Fourier-Reihen wäre möglich und könnte durch weitere Oszillatoren beliebig ergänzt werden.
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Abbildung 24: Patchbeispiel für zwei summierte Sinusfunktion mit der Software Rack
Im dritten Patchbeispiel (Abbildung 25) wird ein LFO-Modul verwendet. Dieses „Low Frequenzy
Oszillator“-Modul funktioniert wie das VCO-Modul, mit dem Unterschied, dass ersteres Funktionen mit
niedrigerer Frequenz erzeugt. Im Beispiel wird dieses dazu verwendet, die Frequenz des VCO-Moduls
zu modulieren. Es ergibt sich eine Funktion der Form:
VCO: f(t) = sin(a · t)
LFO: g(t) = sin(b · t)
mit a = g(t)
f(t) = sin(g(t) · t) = sin(sin(b · t) · t).
Im vierten und fünften Patchbeispiel (Abbildungen 26 und 27) wird zusätzlich zu den Modulen aus
Beispiel drei noch ein VCA (Voltage Controlled Amplifier) verwendet, der die Funktion
VCA: h(t) = c · d
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Abbildung 25: Patchbeispiel für die Modulation der Frequenz einer Sinusfunktion durch eine
Sinusfunktion mit der Software Rack
Abbildung 26: Patchbeispiel für die Modulation der Lautstärke einer Sinusfunktion durch eine
Sinusfunktion mit der Software Rack
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Abbildung 27: Patchbeispiel für die Modulation der Lautstärke einer Sinusfunktion durch eine
Sägezahnfunktion mit der Software Rack
zur Verfügung stellt. Für Beispiel vier ergibt sich eine Funktion der Form:
VCO: f(t) = sin(a · t)
LFO: g(t) = sin(b · t)
VCA: h(t) = c · d
mit c = g(t) und f(t) = d
h(t) = g(t) · f(t) = sin(b · t) · sin(a · t),
bei der die Amplitude der einen Sinusfunktion von der anderen moduliert wird. Das fünfte Beispiel ent-
spricht dem vierten mit dem Unterschied, dass der LVO eine Sägezahnwelle, also eine Abschnittsweise
linear ansteigende Funktion produziert und damit die Amplitude der anderen Sinusfunktion moduliert.
Gerade für komplexere Verknüpfungen von Funktionen können am modularen Synthesizer Grundvor-
stellungen von Funktionen trainiert werden. Für die Verknüpfung mehrerer Funktionen ist die Objekt-
vorstellung (siehe Abschnitt 3.2.1) nötig. Durch den modularen Aufbau werden die Einzelfunktionen
automatisch mit einem Objekt, nämlich dem zugehörigen Modul, identifiziert. Die resultierende Ge-
samtfunktion kann sich so Stück für Stück erschlossen werden.
Einen einfachen Einstieg in das Prinzip modularer Synthesizer und den modularen Umgang mit Funk-
tionen bietet das Modul Formula (siehe Abbildung 28). Das Modul stellt zwei Eingabefelder, vier Ein-
gangsbuchsen, eine Ausgangsbuchse und einen Drehknopf zur Verfügung. Das Ergebnis der eingegebe-
nen Gleichung im Hauptfeld ist am Ausgang abgreifbar. Dabei können die Eingänge über die Variablen
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Abbildung 28: Patchbeispiel für die Verwendung des Moduls Formula als VCO und Mixer mit
der Software Rack
w, x, y, z und der Drehknopf über die Variable k eingebunden werden. Die Variable p kann für zeitab-
hängige Funktionen als Zeitparameter verwendet werden. Wie schon in Abschnitt 3.5.1 erwähnt, wird
der Parameter p im Formula Modul von der Software in der Form p = t · freq interpretiert, wobei freq
dem entspricht, was im gleichnamigen Feld eingetragen wird. Das ist darauf zurückzuführen, dass der
Zeitparameter in Wirklichkeit durch eine Sägezahnfunktion erzeugt wird. Die Illusion, einen linearen
Zeitverlauf zu haben, funktioniert nur dann, wenn die Periodendauer der Funktion, in der der Parameter
verwendet werden soll, ein ganzzahliges Vielfaches der Periodendauer der Sägezahnfunktion ist. Um die
Frequenz für beide zu definieren, verwendet man einfach das freq Feld. Wählt man die Frequenz für
den Parameter p = 1, erzeugt beispielsweise die Eingabe der Funktion sin(440 · 2π · p) im Hauptfeld
einen Sinuston mit der Frequenz 440Hz, da die Frequenz respektive die Periodendauer ein ganzzahliges
Vielfaches ist.
4. Durchführung des Konzepts
Im folgenden Abschnitt wird die Durchführung der Abschnitte 3.4 und 3.5 an der Freien Waldorfschule
Dresden beschrieben. Im Oktober 2018 wurden dazu alle Dresdner Schulen angefragt, ob und in wel-
chem Rahmen eine Durchführung des hier erarbeiteten Konzepts an der Schule möglich ist. Die Freie
Waldorfschule Dresden wurde ausgewählt, weil dort die meiste Unterrichtszeit und die kleinste Lern-
gruppengröße in Aussicht gestellt wurde. Eine Umsetzung des dritten Konzeptteils aus Abschnitt 3.6 war
in der gegebenen Unterrichtszeit leider nicht realistisch. Im folgenden Abschnitt 4.1 werden zunächst die
Rahmenbedingungen, sowie die Lerngruppe und deren Vorwissen beleuchtet, bevor in Abschnitt 4.2 die
Einzelstunden betrachtet und reflektiert werden.
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4.1. Rahmenbedingungen, Lerngruppe und Vorwissen
Das in Abschnitt 3 vorgestellte Konzept wurde im Rahmen dieser Arbeit an der freien Waldorfschule
Dresden erprobt. Dazu standen in zwei elften Klassen (eigentlich beide Gruppen einer halbierten Klasse)
mit je 15 SuS jeweils acht Unterrichtsstunden zur Verfügung, die im Zeitraum von fünf Wochen unter-
richtet wurden. Auf Basis der Verlaufspläne des vorgestellten Konzepts wurden detailliertere, auf je 45
Minuten ausgelegte Pläne, entwickelt. Diese enthalten auch konkret formulierte Aufgabenstellungen und
Fragen für die Unterrichtsgespräche. Zu finden sind sie im Anhang in Abschnitt D.
Im Gegensatz zur Einordnung des Konzept in die zehnte Klasse eines sächsischen Gymnasiums (sie-
he Abschnitt 3.3.1), wurde das Konzept hier an elften Klassen erprobt. Das hängt mit den Curricula
der Waldorfschule zusammen. Der Begriff Funktion wird erst in dieser Klassenstufe im Rahmen der
gleichnamigen Epoche eingeführt 24. Proportionale und antiproportionale Zuordnungen sind schon vor-
her bekannt. Innerhalb dieser Epoche wurde nacheinander der Funktionsbegriff selbst und anschließend
lineare und Potenzfunktionen eingeführt. Darüber hinaus wurde die Bestimmung von Nullstellen und der
Einfluss von Parametern der Form c · f(x); f(x) + c; f(x+ c) auf lineare und quadratische Funktionen
behandelt. Das hier vorgestellte Konzept schloss nach deren Ende direkt an diese Epoche an und wurde
wöchentlich in den zwei regulären Mathematikstunden der Klassen durchgeführt.
Im Rahmen des abschließenden Tests der Unterrichtseinheit sollten die SuS unter anderem eine An-
gabe über ihr mathematisches Selbstkonzept machen (siehe Abschnitt B). Der Aussage „Generell halte
ich mich für gut in Mathe“ konnte dabei in den Stufen „Auf keinen Fall“, „Eher nicht“, „teils teils“,
„eher ja“ und „Auf jeden Fall“ zugestimmt werden. Die Angaben zu dieser Aussage sind in Tabelle 5
zu sehen. Deutlich zu sehen ist in beiden Klassen, dass die meisten SuS sich im Mittelfeld einordnen,
Auf keinen Fall Eher nicht teils teils eher ja Auf jeden Fall
Klasse 1 2 0 5 3 1
Klasse 2 1 3 4 4 0
Tabelle 5: Zustimmung zur Aussage „Generell halte ich mich für gut in Mathe“
dabei ist Klasse 1 deutlich heterogener bezüglich dieser Aussage. Das deckt sich mit dem Eindruck der
Klassenlehrerin (beide Klassen werden von der gleichen Klassenlehrerin betreut) und der Einschätzung
24Epochenunterricht ist eine an Waldorfschulen übliche Unterrichtsform, in der SuS sich über mehrere Wochen
jeden Tag die ersten beiden Unterrichtsstunden mit dem gleichen Thema auseinandersetzen. Die Epoche
kann fächerverbindenden Charakter haben, im Fall der hier betrachteten Epoche „Funktionen“ stand der
Mathematikunterricht aber klar im Mittelpunkt, sodass von fachübergreifendem Charakter gesprochen werden
kann.
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meinerseits. In Klasse 1 unterschied sich das Arbeitstempo erheblich, sodass hier immer wieder Aufga-
ben differenziert und individuell unterstützt werden musste. Das musikalische Vorwissen ist in beiden
Klassen sehr groß. Alle SuS sind an der Schule verpflichtet, ein Instrument zu lernen (Streicher, Bläser
oder Perkussion). Die musiktheoretischen Grundlagen zum Thema Intervalle, Akkorde, Tonleitern und
Tongeschlecht waren allen SuS geläufig. Das Lesen und Schreiben von Noten stellte kein Problem dar.
Unterrichtsstörungen gab es im Verlauf der fünf Wochen keine nennenswerten, auch wenn eine Klasse
etwas unruhiger war als die andere. Das entsprach der bisherigen Erfahrung der Klassenlehrerin.
4.2. Betrachtung der Einzelstunden
In diesem Abschnitt werden die einzelnen Stunden der Erprobung reflektiert. Dabei wird der Ablauf
aber nicht chronologisch wiedergegeben. Dieser lässt sich anhand der Verlaufspläne im Anhang nach-
verfolgen (Abschnitt D). Vielmehr sollen die einzelnen Erklärungen, Aufgaben und Erarbeitungsphasen
reflektiert werden, um Rückschlüsse für das Konzept an sich und nicht für dessen Umsetzung in 45 mi-
nütigen Unterrichtsstunden zu ziehen. Die Klassenlehrerin beider Klassen nahm bis auf zwei Stunden
immer am Unterricht teil und gab anschließend Feedback. Die Schüler*innenzitate aus den Unterrichts-
gesprächen stammen aus ihren Notizen. In den Arbeitsphasen habe ich wichtige Fragen oder Antworten
auch selbst notiert. Wichtig zur Einschätzung der Leistung der SuS, auch im Hinblick auf den abschlie-
ßenden Test (siehe Abschnitt 5.1) ist, dass aufgrund der wenigen zur Verfügung stehenden Stunden, auf
Wunsch der Klassenlehrerin, wenige Übungsphasen eingeplant wurden. Die wollte sie im Anschluss gern
selbst durchführen.
4.2.1. Erste Stunde
Der zugehörige Verlaufsplan ist in Abschnitt D.1 zu finden. Nach der Vorstellung meiner Person und des
Themas der kommenden Unterrichtseinheit, ist die Untersuchung von verschiedenen Instrumenten der
erste Zugangspunkt der SuS zum Konzept. Dementsprechend ist die Interessengenerierung als affektier-
tes Lernziel hier zentral. Das kognitive Ziel, den Zusammenhang zwischen Tönen und Schwingungen zu
erkennen, ist wichtige Grundlage für die weiteren Betrachtungen. Die konkrete Aufgabenstellung laute-
te wie folgt: Untersucht die Instrumente vor euch und schreibt auf die Karten, wie sie Töne erzeugen.
An den verschiedenen auf den Karten formulierten Schüler*innenantworten wird deutlich, dass die Be-
ziehung zwischen Tönen und Schwingungen klar schien und das vorliegende Instrument unter dieser
Prämisse dann näher auf Faktoren untersucht wurde, die die Töne weiter beeinflussen:
„Gitarre: Seite wird gezupft und fängt an zu schwingen. Je straffer die Seite gespannt ist,
umso höher ist der Ton.“
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[Schüler*innenantwort]
Hier wird neben der Formulierung des Schwingungsprozesses, als Quelle des Tons, auch schon ein Para-
meter genannt, der die Tonhöhe beeinflusst: Die „Straffheit“ (in Abschnitt 3.5 als Steifigkeit bezeichnet)
der Saite. Ebenfalls benannt wird die Rolle des Resonanzraums:
„Trommel erzeugt Töne durch die Schwingung des Trommelfells und wird verstärkt durch
den Körper der Trommel“ oder
„Kalimba: wenn das Metall angeschnippst wird, dann schwingen die Zungen und der untere
Resonanzraum bringt die Schwingung zum Klingen“
[Schüler*innenantwort]
In beiden Zitaten ist die Schwingung korrekt als Quelle des Tons interpretiert worden. Im ersten Zitat ist
die Rolle des Resonanzraums darüber hinaus klar die Verstärkung des Tons vermutlich im Sinne einer hö-
heren Lautstärke. Im zweiten Zitat ist formuliert der Resonanzraum bringe die Schwingung zum Klingen.
Die Rolle des Resonanzraums ist hier nicht ganz klar. Die Formulierung könnte auf den beiden zutreffen-
den Annahmen beruhen, dass der Resonanzraum den Ton verstärkt und damit erst deutlich wahrnehmbar
macht oder, dass der Resonanzraum die Schwingung verlängert, da er dem Namen nach mit der eigentli-
chen Schwingung in Resonanz tritt und diese dadurch verstärkt. Die Schlussfolgerung wäre, dass der Ton
länger klingt. Eine mögliche Fehlvorstellung, die auch Hintergrund anderer Schüler*innenantworten sein
könnte ist die, dass erst das Vorhandensein eines Resonanzraums die Entstehung eines Tons ermöglicht:
„Resonanzkörper + Schwingungen“ oder „durch Schwingungen und Resonanzkörper.“
[Schüler*innenantworten]
Dass Schwingungen eine Rolle spielen wurde aber von allen SuS erkannt und findet sich entsprechend
auf allen Karten wieder. Der Zusammenhang wurde entsprechend nach der Untersuchung formuliert und
im Bezug auf verschiedene Instrumente kritisch hinterfragt. Wenn Töne eine Schwingung voraussetzen,
was schwingt dann bei einer Flöte? Da der Begriff Schwingung durchaus nicht trivial ist und häufig Ver-
wechslungen, insbesondere mit dem Wellenbegriff unterliegt (siehe 2), sollte dieser abschließend noch
einmal geklärt werden. Bei der Zusammenfassung der Ergebnisse fragte ich, was genau eine Schwingung
sei.
„Eine Schwingung ist eine Hin- und Herbewegung.“
[Schüler*innenantwort]
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Die der Antwort zu Grunde liegende Vorstellungen kann man nach Schecker als „Als-ob-Vorstellungen“
bezeichnen. Lernende würden sich, laut ihm, so äußern und Aufgaben so bearbeiten, als ob sie davon
ausgingen, eine Schwingung sei die zeitliche Änderung einer Zustandsgröße. Wichtig sei eine klare Un-
terscheidung zwischen Schüler*innenäußerungen und dahinterstehenden Vorstellungen [18, vgl. S. 9f].
Im konkreten Fall heißt das, dass hinter der Formulierung eine „Schwingung sei eine Hin- und Herbe-
wegung“ durchaus die richtige Vorstellung stehen kann und das Konzept durchaus auf Schwingungen
erweitert werden kann, bei denen die schwankende Zustandsgröße eben nicht der Ort ist, wie das bei ei-
ner Bewegung der Fall ist. Für den konkreten Fall einer mechanischen Schwingung ist die Beschreibung
durchaus zutreffend. Die zeitliche Abhängigkeit sollte zwar separat betont werden, wurde bei dieser For-
mulierung aber implizit angenommen. Die Beschreibung reicht also für die Betrachtung aus.
Neben dem diskutierten kognitiven Lernziel, das als erfüllt betrachtet werden kann, stand ja vor allem
die Interessengenerierung als affektiertes Lernziel im Mittelpunkt der Unterrichtsphase. Der Eindruck
der Klassenlehrerin deckt sich hier mit dem meinen insofern, dass das Interesse am Lerngegenstand groß
war. Die SuS untersuchten die Instrumente intensiv. Insbesondere „außergewöhnlichen“ Instrumenten
wie der Kalimba (einem Lamellophon) und einem kleinen Taschensynthesizer wurde viel Neugier ent-
gegengebracht. Auch nach dem Unterricht wurden die Instrumente näher untersucht und ausprobiert.
Nach dem Interesse am Lerngegenstand wurde im Abschlusstest auch konkret gefragt (siehe Abschnitt
B) und der gewonnene Eindruck bestätigt (siehe Abschnitt 5.1).
Ein zentraler Punkt der Stunde ist die Interpretation der Aufzeichnung der Schwingung einer Stimm-
gabel auf einer gerußten Glasplatte als Weg-Zeit-Diagramm. Das entstandene Bild wurde mit Hilfe eines
Overhead-Projektors für alle sichtbar gemacht und das Experiment mehrmals wiederholt, damit das Auf-
zeichnungsprinzip klar war. Eine Schülerin sollte das entstandene Bild beschreiben:
„Na das ist irgendwie so ne Wellenlinie.“
[Schüler*innenantwort]
Die Wahl des Begriffs „Wellenlinie“ zur Beschreibung der grafischen Darstellung einer Schwingung ist
einer der Gründe für die häufige Verwechslung bzw. die fehlende Trennschärfe von beiden Begriffen (sie-
he Erklärbox 2). Umgangssprachlich ist es die treffende Beschreibung der Form, weshalb aus dieser auch
nicht zwangsläufig auf eine Fehlvorstellung geschlossen werden kann. Als Beschreibung des Bildes ohne
Kontextbezug ist die Beschreibung auch treffend. Da sie aber im physikalischen Kontext problematisch
ist, sollte entsprechend an dieser Stelle der Unterschied zwischen Schwingung und Welle wiederholt und
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deutlich gemacht werden. Die Betrachtung führt dann automatisch zur Interpretation der Kurve in einem
Diagramm. Die Wahl der Abszissenachse parallel zur Kratzrichtung und die Wahl des Nullpunkts in der
Ruhelage der Schwingung ist für die SuS schnell klar. Dass es sich in Richtung der Ordinatenachse nun
um eine Auslenkung in Form eines zurückgelegten Wegs handelte bzw. sich als solcher interpretieren
ließ, war für SuS aber deutlich einfacher nachzuvollziehen als die Interpretation der Abszissenachse als
Zeit. Hier bedurfte es einiger Beispiele der Art: „Wo ist die Stimmgabel an dieser Stelle und wo hier?“
Dabei wurde auf die Punkte der maximalen Auslenkung gezeigt und dann nach dem Unterschied beider
Punkte gefragt. Aus der Schüler*innenantwort „Der eine Zustand der Stimmgabel ist später“ konnte die
Abszissenbeschriftung „Zeit“ motiviert werden. Die Interpretation ist zunächst abstrakt für SuS, wird
aber beim Querverweis auf andere schon bekannte Weg-Zeit-Diagramme klar. Das folgende Beispiel ei-
ner Tonaufnahme und der Darstellung der zugehörigen Wellenform bereitete dann keine Probleme mehr.
Abschluss der ersten Stunde ist die Aufzeichnung von verschiedenen Instrumenten zur weiterführenden
Analyse in der folgenden Stunde. Dieser Abschnitt sollte im Sinne des genetischen Prinzips motiviert
werden. Die Aufzeichnung eines zeitlichen Prozesses und die damit verbundene grafische Darstellung
als Weg-Zeit-Diagramm, ermöglicht den optischen Vergleich von Zuständen die zeitlich hintereinander
liegen. Sie ermöglicht damit anschaulich Aussagen über den Verlauf eines zeitlichen Prozesses. Der
durchgehende Bezug zum ursprünglichen Thema ist zentral, um das Interesse an der Anwendung auf
den eigentlichen Lerngegenstand zu projizieren [30, vgl. S. 190]. Für diese Motivation sollte sich folg-
lich Zeit genommen werden. Die war im konkreten Fall, aufgrund der Durchführung im Rahmen einer
regulären Unterrichtsstunde, nicht vorhanden. Obige Motivation wurde daher zwar genannt, aber nicht
diskutiert. Das Aufnehmen selbst stellte kein Problem dar. Ausnahmslos alle SuS beider Klassen waren
ohne Anleitung in der Lage mit den zur Verfügung gestellten Smartphones Slow-Motion-und Tonauf-
nahmen der Instrumente zu machen.
Die formulierten Lernziele der Stunde können in beiden Klassen als erreicht betrachtet werden. Das
Interesse wurde von der Klassenlehrerin und mir übereinstimmend als sehr groß eingeschätzt, sodass
von einer gut gelungenen Stunde gesprochen werden kann.
4.2.2. Zweite Stunde
Der zugehörige Verlaufsplan ist in Abschnitt D.2 zu finden. In der zweiten erprobten Stunde gibt es die
erste Abweichung vom in Abschnitt 3 vorgestellten Konzept. Aufgrund der insgesamt knapp bemessenen
acht Unterrichtsstunden wurden die Ton und Videoaufzeichnungen nicht von den SuS selbst analysiert,
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Abbildung 29: Aus der Slo-Motion-Videoanalyse einer schwingenden E-Bass-Saite generiertes
Weg-Zeit-Diagramm
sondern von mir zwischen den beiden Stunden. Damit fällt ein großer Teil Schüler*innenaktivität weg.
Das kann einen negativen Einfluss auf das Interesse am Lerngegenstand und somit die Motivation ha-
ben. Laut Krapp ist ein enaktiver Umgang mit dem Lerngegenstand nötig, um ein anfängliches Interesse
aufrecht zu erhalten [30, vgl. S. 197f]. Auch Zech stellt eine „Motivation durch Selbsttätigkeit“ und
Kompetenzerleben fest [11, vgl. S. 199ff]. Man fokussiert mit diesem Verzicht auf die kognitiven Lern-
ziele.
Die zweite Stunde begann mit einer kurzen Erklärung des Videoanalyseprozesses. Exemplarisch wurde
die Auswertung eines der aufgezeichneten Videos demonstriert und ein Weg-Zeit-Diagramm generiert
(Siehe Abbildung 29). An diesem wurde die Darstellung von Schwingungen in Weg-Zeit-Diagrammen
wiederholt. Dazu wurde das entsprechende Video parallel zum Diagramm gezeigt und an mehreren Stel-
len gestoppt. Die SuS sollten jeweils den entsprechenden Punkt im Diagramm anzeigen. Das hat sehr gut
funktioniert. Eine sehr gute Schüler*innenfrage war:
„Woher sollen wir wissen, zu welcher der Schwingungen der Ausschlag gehört, weil ich
meine: Die sind ja alle gleich?“
[Schüler*innenantwort]
Der Schüler beachtete in diesem Moment nicht, dass er sich an der Zeitangabe des Videos orientieren
konnte, trotzdem zeigt die Frage ein intuitives Verständnis periodischer Schwingungen insofern, dass
die Ununterscheidbarkeit der einzelnen Perioden der Schwingung erkannt wurde. Zusätzlich diskutiert
wurde die Auslenkung am Anfang und das Schwanken der Ruhelage der Schwingung. Beides wurde
richtig mit dem Auslenken der Saite und dem Schwanken der Kamera bei der Aufnahme in Verbindung
gebracht. Die Diskussion dieser Beobachtungen am Diagramm sind auf der einen Seite wichtig, um das
Diagramm selbst richtig deuten zu können, in dem Sinne, dass erkannt wird, dass die Ruhelage eben
nicht schwanken dürfte. Die gewählte Darstellung also nicht der Beobachtung entspricht. Auf der ande-
ren Seite benötigt die Rückinterpretation und Suche nach dem Grund für den offensichtlichen Messfehler
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die Kompetenz des Darstellungswechsels [27, vgl. S. 15f].
Anhand des GeoGebra Applets "Die schwingende Saite“ wurde die Entstehung der Kurve nochmal wie-
derholt. Die direkte Spur, die der betrachtete Punkt hinterließ half meiner Einschätzung nach vielen SuS
nochmal deutlich. Auch die Klassenlehrerin hob die Darstellung im anschließenden Gespräch noch ein-
mal besonders hervor.
Schwierig an dieser Stunde ist die Motivation der Begriffe periodisch und Periode als präzisere Be-
schreibung der vorliegenden Schwingungen. Die SuS assoziieren mit dem Begriff Schwingung zumeist
schon eine periodische Schwingung, sodass die Beschreibung „Es schwingt“ in ihren Augen ausreichend
ist. Auf die Aufgabe hin, den Verlauf der Kurve im Weg-Zeit-Diagramm mit Worten so zu beschreiben,
dass sie jemand zeichnen könnte war eine typische Schüler*innenantwort:
„Naja es schwingt halt.“
[Schüler*innenantwort]
Das, ist im Zusammenhang mit der Charakterisierung einer Schwingung als „[...] eine Hin- und Herbe-
wegung.“ [Schüler*innenantwort] aus der ersten Stunde der Erprobung zu sehen. Die Vorstellungen zum
Begriff Schwingung müssen also erst erweitert werden, um die Notwendigkeit genauerer Beschreibun-
gen deutlich zu machen.
Im späteren Verlauf wurden periodische Schwingungen zunächst anschaulich als
„Schwingungen, die immer gleich schwingen“
[Schüler*innenantwort]
beschrieben und präformal definiert. Die Periode entsprechend als der kleinste sich wiederholende Teil.
Die anschließende Identifikation von periodischen Funktionen und das Markieren der zugehörigen Peri-
ode funktionierte gut. Auch eine Anwendung des präformal definierten Begriffs auf alltägliche Prozesse
erschien vielen SuS einleuchtend.
Zur Sicherung der Begriffe sollten die SuS abschließend auf dem Arbeitsblatt A.1.1 die Perioden in
den gegebenen Diagrammen markieren und die Begriffe „periodisch“ und „Periode“ selbst definieren.
Das Markieren der Perioden gelang dabei allen problemlos. Dass die Wahl der Start und Endpunkte bei
der Definition dabei keine Rolle spielt, wurde schon vorher korrekt erkannt:
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Wo man da anfängt, also von 0 bis wieder an die gleiche Stelle oder ganz oben bis wieder
ganz oben ist egal oder?
[Schüler*innenfrage]
Das selbstständige Definieren von Begriffen war für die SuS neu. Viele SuS benötigten daher Unterstüt-
zung in der abschließenden Arbeitsphase.
Die kognitiven Ziele der Stunde können nach der Stunde als erreicht betrachtet werden (siehe Abschnitt
B). Trotzdem sollte dieser Teil, wenn möglich mit mehr Schüler*innenaktivität in der Auswertung der
Video und Tonaufnahmen umgesetzt werden. In der hier durchgeführten Form hat die getrennte Aus-
wertung aller Aufnahmen und die damit verbundenen individuellen Arbeitsblätter keinen besonderen
Einfluss auf die Motivation. Führt man also das Konzept in dieser Form durch, kann man es bei der
exemplarischen Auswertung einiger Aufnahmen belassen und ein einheitliches Arbeitsblatt verwenden.
4.2.3. Dritte Stunde
Der zugehörige Verlaufsplan ist in Abschnitt D.3 zu finden. Im Zentrum der dritten Stunde stand eine
Gruppenarbeitsphase, in der die SuS selbstständig den qualitativen Zusammenhang zwischen Perioden-
dauer und wahrgenommener Tonhöhe finden sollten. Dazu standen verschiedene Instrumente, Mikrofone
und Oszilloskope zur Verfügung, sodass in Gruppen mit je vier SuS gearbeitet werden konnte. Nach der
Wiederholung der Begriffe „Periode“ und „periodisch“ wurde das Oszilloskop mit einem angeschlosse-
nen Mikrofon als Möglichkeit vorgeführt, Weg-Zeit-Diagramme der aufgenommenen Schwingung an-
zuzeigen. Da die Darstellung der bereits bekannten in Audiosoftware entspricht, stellte der Umgang mit
dem Oszilloskop kein Problem dar. Auch die Notwendigkeit des Begriffs „Periodendauer“ war nach
dem Versuch, den Unterschied zwischen den beiden Diagrammen in Aufgabe 3 des Arbeitsblatts aus
Abschnitt A.1.1 zu erklären, „Die Schwingungen im zweiten Diagramm sind halt irgendwie näher zu-
sammen“ [Schüler*innenantwort] schnell klar.
Die Gruppenarbeit hat in den meisten Gruppen gut funktioniert. Wichtig für diese Phase war die Dif-
ferenzierung. Bei entsprechendem Vorwissen kann der Zusammenhang schnell formuliert und überprüft
werden, sodass die Gruppe innerhalb von wenigen Minuten fertig sein könnte. Das traf in beiden Klassen
auf jeweils eine Gruppe zu. Beide erhielten dann die Zusatzaufgabe, die bewusst nicht auf dem Arbeits-
blatt steht, da sie sonst ein Hinweis auf den gesuchten Zusammenhang wäre. Gezielt sollte die Perioden-
dauer zweier Töne untersucht werden, die 12 Halbtöne (also eine Oktave) bzw. 7 Halbtöne (also eine
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Quinte) auseinanderliegen. Auch diese Zusammenhänge wurden von beiden Gruppen schnell gefunden,
sodass als zweite Zusatzaufgabe noch formuliert werden sollte, wie die Lautstärke eines Tons das Weg-
Zeit-Diagramm beeinflusst. Rückblickend hätte diese Frage Teil der Aufgabe sein sollen, da ohnehin
viele SuS auf den Zusammenhang stießen. Das in Abschnitt 3.4.1 formulierte Problem der Verwechs-
lung von Tonhöhe und Lautstärke, führte in dieser Arbeitsphase zunächst zu einigen Fehlzuordnungen
der Art: Tonhöhe ∼ Amplitude der Schwingung. Mit dem Hinweis, den selben Ton in laut und leise
zu spielen, kamen die meisten SuS aber wieder auf den richtigen Weg. Der qualitative Zusammenhang
zwischen wahrgenommener Tonhöhe und Periodendauer wurde in allen Gruppen korrekt formuliert. In
Test (Abschnitt B) wird auch deutlich, dass die SuS auf dieser Basis Weg-Zeit-Diagramme analysieren
können.
4.2.4. Vierte Stunde
Der zugehörige Verlaufsplan ist in Abschnitt D.4 zu finden. Die vierte Stunde drehte sich zentral um das
Interpretieren von Weg-Zeit-Diagrammen von Tönen. Das Arbeitsblatt „Parameter einer periodischen
Schwingung“ (siehe Abschnitt A.1.2) stand dabei im Mittelpunkt. Vor dieser Übung wurden die Begriffe
Frequenz und Amplitude definiert. Insbesondere der Begriff der Amplitude war dabei schnell klar, da
der Zusammenhang zur wahrgenommenen Lautstärke von den meisten SuS bereits in der vorherigen
Stunde gefunden wurde. Wichtig war an dieser Stelle, über die Abnahme der Amplitude im Sinne einer
Dämpfung der Schwingung zu sprechen und die Frage zu diskutieren, ob eine gedämpfte Schwingung
eine periodische Schwingung ist, beziehungsweise inwiefern die Betrachtung von periodischen Schwin-
gungen dann ein geeignetes Modell für Töne darstellt. Auch wichtig an dieser Stelle ist der Rückbezug
auf die ursprüngliche Untersuchung der verschiedenen Instrumente. Eine Verringerung der Amplitude
bedeutet, dass der modellierte Punkt der Saite weniger stark ausgelenkt wird.
Der Begriff der Frequenz war ebenfalls schnell anschaulich klar. Die SuS konnten im folgenden sowohl
die Periodendauer, als auch die Frequenz aus Weg-Zeit-Diagrammen ablesen. Je nachdem, welche For-
mulierung aufgrund der konkreten Werte auf den Achsen gerade sinnvoller erschien. Was SuS schwerer
fiel, war die Umrechnung zwischen beiden Größen (siehe Abschnitt 5.1). Hier hätte es noch Übungsbe-
darf gegeben. Bei mehr zur Verfügung stehender Zeit sollten die SuS den Zusammenhang f = 1T selbst
entdecken. Dies kann an Alltagsbeispielen erfolgen. Im Unterrichtsgespräch gelang es den SuS intuitiv,
Frequenzangaben wie „dreimal pro Woche“ oder „einmal pro Monat“ in Periodendauern umzurechnen.
Anhand mehrerer solchen Beispiele können die SuS den Zusammenhang problemlos selbstständig for-
mulieren und erfahren gleichzeitig den Sinn einer Frequenzangabe als anschaulichere Größe.
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(a) (b)
(c) (d)
(e)
Abbildung 30: Lösung der Aufgabe 2 des Arbeitsblattes A.1.2. Grafik (a) zeigt die Ausgangs-
funktion. (b) bis (e) die von SuS auf Basis des Höreindrucks erstellten.
Mit Hilfe des Arbeitsblattes „Parameter einer periodischen Schwingung“ (siehe Abschnitt A.1.2) wurde
anschließend die Anwendung der Begriffe gefestigt und geübt. Um Frequenz und Amplitude besonders
hervorzuheben, wurde jeweils einer der Parameter pro Weg-Zeit-Diagramm variiert. Dabei wurde Auf-
gabe 1 im Plenum diskutiert und Aufgabe 2 von den SuS in wechselnden Zweiergruppen bearbeitet.
Dabei wurde in der ersten Klasse klar, dass es nicht ausreichend ist die Aufgabe nach den Anweisungen
auf dem Übungsblatt bearbeiten zu lassen. Der Ablauf der Übung wurde in der zweiten Klasse deshalb
nochmal ausführlich wie in Abschnitt 3.4.1 beschrieben, erklärt. Mit der präzisen Erklärung funktionier-
te die folgende Stunde besser. Obwohl in der zweiten Klasse das Prinzip der Übung schneller klar war,
funktionierte die Übung in beiden Klassen sehr gut und war gewissermaßen das bisherige „Highlight“
der Einheit. Eins der ausgefüllten Arbeitsblätter, ist in Abschnitt A.1.3 zu finden. In diesem Beispiel ist
ein Diagramm zu sehen, dass eine Schwingung mit konstanter Amplitude zeigt, bei der die Frequenz
sich zwischenzeitlich sprunghaft verdoppelt und dann wieder halbiert (siehe Abbildung 30 (a)). In den
folgenden Übersetzungen: Höreindruck nach Weg-Zeit-Diagramm und umgekehrt, sind die zwischen-
zeitlichen Änderungen der Frequenz (von (a) bis (e)) sowie die Konstanz der Amplitude ((a) bis (d))
erhalten geblieben. Der Übergang (d) nach (e) könnte mit dem oben formulierten Problem zusammen-
hängen, tiefere Töne intuitiv leiser zu singen. In Abbildung 30 (b) wird deutlich, dass die Form einer
harmonischen Schwingung noch nicht klar war. Der Grund, warum (b) keine realistische Schwingung
einer Saite darstellen kann, wurde anschließend mit Bezug auf das zugehörige Geschwindigkeits-Zeit-
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Diagramm (die Beziehung zum Anstieg im Weg-Zeit-Diagramm war aus dem Physikunterricht bekannt)
geklärt. Den betreffenden SuS war anschließend klar: „Das schwingende Objekt muss erst abbremsen,
bevor es in die andere Richtung geht“ [Schüler*innenantwort]. Dass die hier geforderte Interpretation von
Weg-Zeit-Diagrammen und die Verknüpfung mit dem zu erwartenden Höreindruck durchweg verstanden
wurde, wurde im Abschlusstest deutlich (siehe Abschnitt 5.1). Alle (Aufgabe 2b) im Test) waren im Test
dazu in der Lage aus den gegebenen Diagrammen einen zu erwartenden Höreindruck zu formulieren.
Über die kognitiven Ziele hinaus lässt sich für diese Übung festhalten, dass die SuS viel Spaß daran hat-
ten und in beiden Klassen viel gelacht wurde. Auch ohne Verweis auf mögliche motivationssteigernde
Effekte (wie in Abschnitt 3.1 formuliert), kann man das durchaus als Erfolg verbuchen.
4.2.5. Fünfte Stunde
Der zugehörige Verlaufsplan ist in Abschnitt D.5 zu finden. In der fünften bis siebten Stunde wurde
die Sinusfunktion als Modell für Töne eingeführt. In der fünften Stunde wurde dabei zunächst gezeigt,
dass harmonische Schwingungen sich als Bewegung am Kreis identifizieren lassen. Die Y-Koordinate ei-
nes umlaufenden Punktes entspricht genau der gesuchten Bewegung. Beschränkt man sich zunächst auf
Schwingungen mit der Amplitude eins, lässt sich die Y-Koordinate des umlaufenden Punktes mit dem
Sinus des Winkel β identifizieren. Der Graph der Sinusfunktion entspricht also der zu beschreibenden
harmonischen Schwingung.
Entsprechend des Konzepts wurde der Zusammenhang zwischen harmonischer Schwingung und Kreis-
bewegung mit Hilfe des GeoGebra Applets "Die schwingende Saite“ veranschaulicht. Bereits durch die
parallele Darstellung von Schwingung und Kreis mit umlaufenden Punkt, erkannten viele SuS den Zu-
sammenhang (Siehe Abbildung 12). Nachdem zusätzlich die verbindende Gerade eingezeichnet wurde,
war der Zusammenhang klar. So wird der im Applet gefundene Einheitskreis noch einmal im Tafelbild
entwickelt (siehe Abbildung 14).
Die Herleitung des Zusammenhangs hat in dieser Form funktioniert. Die Schüler*innenaktivität der ge-
samten Stunde war allerdings relativ gering. Stellt man den SuS das Applet zur Verfügung und gibt
einige Hinweise, können sich diese den Zusammenhang sicherlich auch selbst erarbeiten. Das wäre die
im Sinne Krapps interessantere und nachhaltigere Variante.
Zur Sicherung wurde das Arbeitsblatt „Die Sinusfunktion“ (siehe Abschnitt A.2.2) eingesetzt. Hier
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wurden konkrete Werte des Sinus von β mit dem Taschenrechner berechnet und der Funktionsgraph
gezeichnet. Dazu waren alle SuS in der Lage. Die Betrachtung am Einheitskreis, die für die einzelnen
Winkel auch auf das Arbeitsblatt gedruckt war, spielten für die Aufgabe allerdings keine Rolle, da die
Werte ohnehin mit dem Taschenrechner bestimmt wurden. Die Identifikation mit der Länge der Gegen-
kathete wurde entsprechend nicht weiter benötigt und gerät so unter Umständen schnell in Vergessenheit.
Als Folge wurde das Arbeitsblatt überarbeitet. Jetzt befinden sich auf der Rückseite, auf Höhe der Ein-
heitskreise, Skalen, mit denen durch Umknicken die Länge der Gegenkathete gemessen werden kann.
Die Werte von sin(β) können so entsprechend ohne Taschenrechner bestimmt werden, was die Vor-
stellung vom Sinus als Länge der Gegenkathete im Einheitskreis unterstützt und eine Abschätzung von
Funktionswerten ermöglicht.
4.2.6. Sechste Stunde
Der zugehörige Verlaufsplan ist in Abschnitt D.6 zu finden. Ursprünglich sollten in dieser Stunde die
Eigenschaften der Sinusfunktion diskutiert werden (Nullstellen, Extrema, Periodizität), sowie die Be-
trachtung am Einheitskreis und das Zeichnen der Funktion geübt werden. Aufgrund einer ausgefallenen
Stunde und der Kürze der verbleibenden Zeit übernahm das die Klassenlehrerin selbst. Auf ihren Wunsch
hin, das Modell für Töne in den übrigen Stunden noch fertig zu entwickeln, wurden in der hier betrach-
teten Stunde und der Folgenden, direkt die Parameter der Sinusfunktion behandelt. Die Übungsstunde
an dieser Stelle ist aber durchaus sinnvoll und nötig. Der abschließende Test folgt dann auch ohne eine
nochmalige vorherige Übungsstunde. An den Ergebnissen von Aufgabe 3 des Tests, (siehe Abschnitt B
beziehungsweise Abschnitt 5.1) ist aber deutlich zu sehen, dass auch diese Übungsstunden nötig gewe-
sen wären. In diesem Zusammenhang ist auch das Fazit der hier betrachteten Stunde zu sehen.
Die Erarbeitung des Parametereinflusses auf die Sinusfunktion erfolgte in Kleingruppen, anhand des
Arbeitsblattes „Parameter der Sinusfunktion“ (siehe Abschnitt A.2.3). Dort war jeweils der Graph der
Funktion f(β) = sin(β) und der Graph einer, in einem Parameter variierten Funktion der Gleichung
g(β) = a · sin(b · (β − c)) + d, zu sehen. Zur besseren Übersicht waren an der Tafel die Funktions-
gleichungen zusätzlich mit nur einem Parameter angegeben. Das wurde in der ersten Stunde von SuS
gewünscht und in der zweiten Stunde so übernommen. Die Ergebnisse konnten anschließend am Synthe-
sizer überprüft werden. Der Einfluss aller Parameter ist dabei am Oszilloskop sichtbar, aber nur zwei hör-
bar. Bewusst wurde hier keine Herangehensweise vorgegeben. Einige SuS erstellten Wertetabellen von in
einem Parameter veränderten Funktionen und zeichneten diese. Andere erschlossen sich den Einfluss der
Parameter durch Analogiebetrachtungen zu den quadratischen Funktionen. Letzteres funktionierte für
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die additiven Parameter c, d sehr gut. Auch der Parameter a lässt sich durch eine derartige Betrachtung
noch plausibel machen. Der Parameter b zur Manipulation der Frequenz, also eine innere multiplikative
Verknüpfung, wird für quadratische Funktionen in der Schule nicht behandelt. Die Problemlösungsstra-
tegien entsprachen also den erwarteten (siehe Abschnitt 3.5.1). In den für die Arbeitsphase zur Verfügung
stehenden 25 Minuten bestand für die SuS allerdings nicht genug Zeit, um ihre Lösungsstrategie nochmal
zu wechseln. Daher wurden nur die SuS fertig, die von vornherein die richtige Strategie gewählt hatten
und zügig arbeiteten. Das spiegelt sich auch in der Lösung der zugehörigen Aufgabe des Tests wieder.
In Abbildung 33 ist zu sehen, dass überwiegend die SuS mit positiver Selbsteinschätzung (mit anderen
Worten die starken SuS) die zugehörige Aufgabe 3 des Tests lösen konnten. Wichtig zu bemerken ist,
dass das Verständnis des Parametereinflusses dabei mit der Darstellungsform zusammenhängt. So wähl-
ten die SuS am Synthesizer bei der Frage nach den die Tonhöhe und die Lautstärke manipulierenden
Parametern jeweils den richtigen Potentiometer und konnten jeweils auch den Einfluss auf den Funkti-
onsgraphen beschreiben. Das Thema wurde von vielen SuS also enaktiv und ikonisch aber nur teilweise
symbolisch erfasst. Da das Stundenende viele der SuS in ihrem Arbeitsprozess unterbrach, lässt der Ler-
nerfolg dieser Phase nur bedingt Rückschlüsse auf das Konzept zu. Die Motivation war bei der Aufgabe
aber durchgehend hoch.
4.2.7. Siebte Stunde
Zentraler Inhalt der siebten Stunde war die zeitabhängige Beschreibung der Sinusfunktion und somit die
Vervollständigung des Modells harmonischer Schwingungen. Da aufgrund der knappen Zeit das Bogen-
maß nicht eingeführt wurde, unterscheidet sich die hier diskutierte Stunde inhaltlich leicht von der ur-
sprünglichen Konzeption (siehe Abschnitt 3.5.1). In Form eines Lehrer*innenvortrags wurden zunächst
die Parameter einer Sinusfunktion wiederholt und anschließend der Parameter b der Funktion mit der
Einheit [b] = 1 360
◦
s versehen, was der einer Frequenz entspricht. Die zugehörige Keynote Präsentation,
ist in Abschnitt C.1 zu finden. Die Funktion f(t) = sin(b · t) lässt sich somit auch ohne Bogenmaß
sinnvoll interpretieren. Dem Parameter a wurde noch die Einheit einer Länge zugeordnet und das finale
Modell formuliert:
f(t) = a · sin(b · t), [b] = 1 360
◦
s
, [a] = 1mm.
Das wurde anschließend anhand des Arbeitsblatts „Model für Töne: Die Sinusfunktion“ (siehe Abschnitt
A.2.4) gesichert. Das Arbeitsblatt war dabei natürlich auf die Verwendung ohne Bogenmaß angepasst.
Verwirrend für die SuS war dabei, die Zuordnung der 360◦ zur Einheit des Parameters b, da sie dem
Parameter b zuvor mit der Frequenz mit der Einheit 1Hz identifiziert hatten. Die 360◦ hätten daher im
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Sinus stehen bleiben und nicht der Einheit zugeordnet werden sollen. Ansonsten waren die Aufgaben auf
dem Arbeitsblatt aber für die SuS klar. Die erste Funktionsgleichung der ersten Aufgabe wurde gemein-
sam gelöst, da das quantitative Ablesen von Periodendauern und die Umrechnung in Frequenzen vorher
nicht geübt wurde. Rückblickend wäre hier ein zweites Beispiel sinnvoll gewesen. Mit etwas individuel-
ler Hilfestellung konnten die SuS aber die übrigen Funktionsgleichungen angeben und die zugehörigen
Töne notieren. Die Melodie wurde von mehreren SuS selbstständig erkannt. Davon kann aber generell
nicht ausgegangen werden, da vom Blatt singen im Musikunterricht üblicherweise nicht ernsthaft geübt
wird. Zur Aufgabe 3 des Arbeitsblatts kamen in der Stunde nur fünf SuS. Auch darüber hinaus wä-
ren mehr Übungen sinnvoll und notwendig gewesen. Der letzten inhaltlichen Stunde der Durchführung
merkt man an verschiedenen Stellen an, dass das Konzept für einen größeren Zeitraum konzipiert ist
und trotzdem versucht wurde, es in den sieben zur Verfügung stehenden Stunden (in der achten wurde
der Test geschrieben), in sich geschlossen umzusetzen. Das geht vor allem zu Lasten der notwendigen
Übungsphasen.
4.2.8. Achte Stunde
In der achten Stunde wurde der Test aus Abschnitt B geschrieben, der im folgenden Abschnitt 5.1 ausge-
wertet wird. Dazu standen in der Stunde 20 Minuten zur Verfügung. Im Anschluss wurde in Form eines
Lehrer*innenvortrags ein Ausblick auf die Inhalte aus Abschnitt 3.6 gegeben und die Fragen „Warum
klingen manche Töne gut zusammen und manche nicht?“ und „Warum klingt der gleiche Ton auf ver-
schiedenen Instrumenten unterschiedlich?“ thematisiert. Dazu wurde eine Keynote-Präsentation verwen-
det, die in Abschnitt C.2 zu finden ist. Abschließend hatten die SuS 10 Minuten Zeit, um noch einmal
ein persönliches Feedback zum Konzept im Unterrichtsgespräch zu geben. Dieses wird in Abschnitt 5.2
diskutiert.
5. Evaluation des Konzepts
5.1. Auswertung des Tests
Am Ende (der in Abschnitt 4 beschriebenen Durchführung des Konzepts) wurde der Test aus Abschnitt
B von 23 SuS der zwei Klassen geschrieben. Die Lernenden hatten dazu 20 Minuten Zeit. Es gibt drei
Aufgaben und einen Multiple-Choice Teil, in dem die Lernenden anhand von sechs Aussagen Stellung
zu dem Konzept nehmen sollen. In der ersten Aufgabe sollen Perioden in Weg-Zeit-Diagrammen iden-
tifiziert und anschließend Periodendauer und Frequenz angegeben werden. In der zweiten Aufgabe sind
erneut Weg-Zeit-Diagramme von Schwingungen gegeben, bei denen sich aber Frequenz und/oder Am-
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plitude im dargestellten Zeitverlauf verändern. Der sich verändernde Parameter soll dabei benannt und
das Hörerlebnis beschrieben werden. In der dritten Aufgabe soll der Einfluss der Parameter a,b,c,d in der
Funktion f(β) = a · sin(b · (β − c)) + d beschrieben und angegeben werden, ob sie im behandelten
Modell für Töne benötigt werden oder nicht. Im abschließenden Multiple-Choice Teil sollte zu folgen-
den Aussagen Stellung genommen werden (Die in den Klammern angegebenen Schlagworte dienen als
Kürzel der kompletten Aussagen):
• Den Ansatz, die Sinusfunktion über die Analyse von Musikinstrumenten einzuführen, fand ich
interessant. (Interesse)
• Im Vergleich zum übrigen Unterricht zum Thema Funktionen, war ich motivierter. (Motivation)
• Ich konnte der Unterrichtseinheit gut folgen. (Konnte folgen)
• Ich habe in der Unterrichtseinheit viel dazugelernt. (Viel dazugelernt)
• Ich würde mir in Mathematik mehr Anwendungsbezogenen Unterricht wünschen. (Anwendungs-
bezug)
• Generell halte ich mich gut in Mathe. (Selbsteinschätzung)
Den sechs Aussagen konnte in den Stufen „Auf keinen Fall“, „eher nicht“, „teils/ teils“, „eher ja“ und
„Auf jeden Fall“ zugestimmt werden. Für die Auswertung werden diesen Aussagen die Zahlen 1( „Auf
keinen Fall“) - 5( „Auf jeden Fall“) zugeordnet.
Bei der statistischen Auswertung des Tests sollte immer beachtet werden, dass es sich um die exem-
plarische Durchführung des Konzepts an einer Schule in einer halbierten Klassen handelt. Die unter-
suchte Klasse ist also die Grundgesamtheit der Untersuchung (bzw. 23 SuS), nicht die Stichprobe. Eine
Verallgemeinerung auf die Zielgruppe des Konzept verbietet sich allein schon dadurch, dass sich die un-
tersuchte Gruppe an der freien Waldorfschule in mathematischem und musikalischem Vorwissen, Alter,
bekannten Lernformen usw., deutlich von der beschriebenen Zielgruppe unterscheidet. Die Ergebnisse
der Auswertung sind demnach mehr als Feedbacktool, denn als tragfähige Statistik zu verstehen. Die
Standardabweichung ist zwar der Vollständigkeit halber in den Grafiken eingezeichnet, argumentiert
wird auf Grund der kleinen Grundgesamtheit aber mit konkreten Anzahlen von SuS.
Begonnen wird mit der Betrachtung der Einschätzung des Konzepts durch die SuS. Die Antworten sind
in Abbildung 31 dargestellt. Zu sehen ist, dass der Mittelwert der Selbsteinschätzung mit 2,9 in der Mitte
der Skala liegt. Das kann so auch erwartet werden, da SuS primär die soziale Bezugsnorm zur Verfügung
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Abbildung 31: Einschätzung des Konzepts von SuS
steht. Bewerten sich SuS also anhand ihrer Mitschüler*innen, tendiert der Mittelwert dieser Selbstein-
schätzung gegen eine mittlere Leistung. Interessant ist aber die nach der Selbsteinschätzung getrennte
Betrachtung der anderen Antworten (siehe Abbildung 32), aber dazu gleich mehr. Für dieses Konzept
besonders wichtig ist die Einschätzung der Interessantheit, da eine Steigerung dieser gegenüber den üb-
lichen Zugängen zur Sinusfunktion (siehe Abschnitt 2) ja zentrale Motivation war (siehe Abschnitt 3.1).
Wie in Abbildung 31 zu sehen, liegt die Zustimmung zu dieser Aussage zwischen „eher ja“ und „auf je-
den Fall“. Konkret haben drei SuS „teils/teils“, acht „eher ja“ und zwölf „auf jeden Fall“ angekreuzt. Die
Motivation wird ebenfalls als höher als im übrigen Unterricht zum Thema Funktionen bewertet. Wichtig
ist hier anzumerken, dass die Aussage „Im Vergleich zum übrigen Unterricht zum Thema Funktionen war
ich motivierter,“ eben diesen Vergleich implizierte, also eine Motivationssteigerung zum vorherigen Un-
terricht nachweist. Es wird keine Aussage über die absolute Motivation gemacht. Damit ist ein zentrales
Ziel des Konzepts erreicht. In Abbildung 32 sind die gleichen Antworten nochmals nach Selbsteinschät-
zung getrennt dargestellt. Zusammen betrachtet wurden dabei SuS, die der Aussage mit Antwort 1 oder
2 zugestimmt haben (fünf SuS), die der Aussage mit Antwort 3 zugestimmt haben (neun SuS) und die
der Aussage mit Antwort 4 oder 5 zugestimmt haben (acht SuS). Zu sehen ist hier, dass das Interesse bei
allen SuS ähnlich hoch war. Betrachtet man die Motivation, ist zu sehen, dass SuS mit Selbsteinschät-
zung 3 im Rahmen des Konzepts deutlich motivierter waren, als im vorherigen Unterricht zum Thema
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Abbildung 32: Einschätzung des Konzepts von SuS, getrennt nach Selbsteinschätzung
Funktionen. Die Motivation von SuS mit dieser Selbsteinschätzung profitiert offenbar am meisten. Aber
auch die Motivation von SuS mit einer anderen Selbsteinschätzung profitiert vom Konzept. Nur einmal
wurde „eher nein“ angegeben. Dass die Motivation von SuS mit Selbsteinschätzung 1 oder 2 weniger
profitiert, ist zu erwarten, da die Motivation eng mit dem eigenen Erfolgserleben und Selbstkonzept ver-
knüpft ist [11, vgl. S. 199ff]. Bei SuS mit Selbsteinschätzung 4 oder 5 kann man vermuten, dass diese
auch im vorherigen Unterricht schon motiviert waren und entsprechend für sich keine Steigerung dieser
Motivation diagnostizieren konnten.
Die Angabe inwieweit die SuS dem Unterricht folgen konnten, entspricht soweit den Erwartungen. SuS
mit Selbsteinschätzung 1 oder 2 schätzen sich im Mittel zwar etwas besser ein, was auf zwei SuS zu-
rückzuführen ist, die jeweils mit „Auf jeden Fall“ dieser Aussage zustimmten. An welchen Stellen es
Verständnisprobleme gab, wurde, anschließend an den Test, im Gespräch mit den SuS noch vertieft (sie-
he Abschnitt 5.2). Wie viel dazugelernt wurde, folgte der Aufteilung nach Selbsteinschätzung. Die SuS
mit der höchsten Selbsteinschätzung, haben auch am meisten dazugelernt, die mit der niedrigsten am
wenigsten. Das ist insofern interessant, als das die Aussage einen Abgleich mit dem eigenen Vorwissen
fordert und somit nicht zwangsläufig von der Selbsteinschätzung abhängig sein sollte. Zwei Vermutun-
gen dazu: Die SuS interpretieren die Aussage im Sinne: „Hab ich viel für mich relevantes dazugelernt?“
Dann wäre die Antwort auch eine Aussage darüber, für wie relevant man die Lerninhalte hält. Und eine
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Abbildung 33: Beantwortung der Aufgaben, getrennt nach Selbsteinschätzung
niedrige Selbsteinschätzung geht häufig mit einem negativen Verhältnis zum Fach an sich einher. Die
zweite Vermutung wäre, dass die SuS die Aussage relativ zu dem sehen, was sie hätten lernen können.
Also im Sinne der Frage: „Wieviel habe ich verstanden?“ Die letzte Frage bezog sich auf den Wunsch
nach mehr Anwendungsbezug im Mathematikunterricht. Der Aussage wurde eher zugestimmt. Lediglich
SuS mit einer niedrigen Selbsteinschätzung bewerten die Aussage eher mit „teils/teils.“ Aus persönlichen
Gesprächen ergibt sich hier die Vermutung, dass mehr Anwendungsbezug mit einer höheren Komplexität
assoziiert wird.
Die Antworten auf die einzelnen Testaufgaben wurden teilweise in Abschnitt 4.2 schon diskutiert, sollen
hier aber nochmal chronologisch betrachtet werden. In Aufgabe 1 konnten 19 der 23 SuS die Perioden
für die erste Schwingung richtig einzeichnen, 14 für die zweite. In beiden Fällen konnte die Periodendau-
er von mehr SuS angegeben werden. Da zur Angabe der Periodendauer aber zwangsläufig die Periode
identifiziert werden muss, lässt sich schließen, dass die Aufgabenstellung von den SuS, die nur die Pe-
riodendauer angegeben haben, nicht sorgfältig gelesen wurde. Insbesondere die SuS mit einer niedrigen
Selbsteinschätzung wussten nicht mehr, wie eine Periodendauer in eine Frequenzangabe umzurechnen
war. Interessant ist, dass den SuS das Einzeichnen der Periode im ersten Beispiel deutlich leichter viel,
als im zweiten, obwohl mit harmonisches Schwingungen deutlich intensiver gearbeitet wurde. Hier kann
man argumentieren, dass der übliche Fehler, bei der Angabe von Perioden harmonischer Schwingungen
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nur die halbe Periode zu markieren, im ersten Beispiel nicht passieren kann.
In Aufgabe 2 waren beinahe alle SuS dazu in der Lage, den Höreindruck zum Weg-Zeit-Diagramm
vorauszusagen. Das ist auf die Übung zum Weg-Zeit-Diagramme singen zurückzuführen. Häufig ver-
wechselt wurden aber die Parameter mit denen der Höreindruck beschrieben wird, also Lautstärke und
Tonhöhe, mit denen die die Schwingung beschreiben, also Frequenz und Amplitude. Als Schlussfol-
gerung bleibt hier, dass der Unterschied beim Unterrichten des Konzepts stärker betont werden muss.
Aufgabe 3 wurde nur von etwa der Hälfte der SuS (a: 11/23, b: 9/23, c: 12/23, d:12/23) korrekt gelöst.
Das war aber zu erwarten, da der Parametereinfluss auf die Funktion nicht weiter geübt wurde (siehe
Abschnitt 4.2).
Da der Test explizit als anonym und unbenotet angekündigt wurde, sind die Ergebnisse nicht mit einer
üblichen Klassenarbeit vergleichbar. Während die oben diskutierten Aussagen Ausdruck einer generel-
len Haltung gegenüber dem Konzept sind und sich so begrenzt auch auf das gesamte Konzept beziehen
lassen, sind die Ergebnisse explizit im Kontext der Durchführung zu sehen und nicht auf das Konzept
als solches verallgemeinerbar. Als Fazit aus den Aufgaben lässt sich aber ziehen, dass sieben Unter-
richtsstunden nicht ausreichen, um die Inhalte ausreichend zu üben. Beschränkt man sich auf den in der
Durchführung behandelten Inhalt, wären mindestens zehn Unterrichtsstunden zu empfehlen.
5.2. Evaluationsgespräch mit SuS
Zum Abschluss der Unterrichtseinheit hatten die SuS die Möglichkeit, zusätzlich zu den auf dem Test
formulierten Aussagen, Feedback zu geben oder Fragen zu stellen. Dabei beteiligten sich eher die SuS,
die sich in den Stunden eher leistungsstark gezeigt hatten. Das Gespräch wurde dabei spontan geführt
und nicht aufgezeichnet, sodass hier nur die zentralen Gedanken der Diskussion wiedergegeben werden
sollen.
Auf die Frage nach schwer nachvollziehbaren Teilen des Konzepts, wurde nach mehrfacher Nachfrage
die Herleitung der Zeitabhängigkeit benannt. Die schon diskutierte Einbeziehung der 360◦ in die Ein-
heit, war für viele SuS nicht logisch. Mit Bezug auf den Ausblick auf die übrigen Inhalte des Konzepts,
gaben mehrere SuS den Wunsch an, sich noch länger mit dem Thema zu beschäftigen. Die zur Verfü-
gung stehende Zeit, schätzten die SuS überwiegend als zu wenig ein. Ein Schüler gab die Rückmeldung,
dass das Konzept insgesamt zu leicht sei, was von den übrigens SuS aber verneint wurde. Ein weiterer
Schüler gab an, dass ihm der Unterricht im Konzept nicht wie Mathematikunterricht vorgekommen sei.
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Im Kontext, war das als positives Feedback zu werten.
Konkret angesprochen wurden vier SuS ihre Motivation, nachdem auf die Frage in die Gruppe nur mit
allgemeinem Kopfnicken geantwortet wurde. Zwei Schülerinnen gaben an, dass sie gut gewesen sei und
sie das Thema spannend gefunden hätten. Ein Schüler gab an, dass sie so wie sonst gewesen sei, aber er
Mathe generell mögen würde. Zwei der Befragten wertschätzten den Aufwand, viel Unterrichtsmaterial
in Form von Instrumenten, Oszilloskopen und Arbeitsblättern mit in den Unterricht zu bringen. Beide
gaben an, motiviert zu sein, wenn sie den Eindruck hätten, der Unterricht wäre mit Mühe vorbereiten
worden.
6. Entwicklung eines Synthesizers für den Unterricht auf Basis
eines Mikrocontrollers
Nachdem im bisherigen Kontext dieser Arbeit verschiedene Instrumente als Anschauung dienten und mit
Hilfe der Sinusfunktion modelliert wurden, soll in diesem Abschnitt ein Instrument für den Mathematik-
unterricht nochmal besonders hervorgehoben werden: der Synthesizer. Beim Synthesizer handelt es sich
um ein elektronisches Instrument, das Töne, wie der Name schon sagt, synthetisiert. Synthesizer spielen
seit den 1970er Jahren eine prägende Rolle in der Popmusik und bilden die Basis sämtlicher elektroni-
schen Musik. Aus mathematischer Sicht sind sie besonders interessant, weil mathematische Funktionen
nicht nur ein Modell der realen Klangerzeugung, sondern deren Basis darstellen25.
6.1. Konzept
Im Unterrichtskonzept wurde an verschiedenen Stellen mit Synthesizern gearbeitet und somit verschie-
dene Einsatzmöglichkeiten für den Unterricht aufgezeigt. Eine Hürde für die Einführung solcher Geräte
ist aber, dass sich die Bezeichnungen auf im Handel erhältlichen Geräten, häufig von den in der Schule
gebräuchlichen unterscheiden. Muss man als Lehrperson wertvolle Unterrichtszeit darauf verwenden,
Unterschiede zwischen dem Anschauungsgegenstand und dem bisherigen Unterrichtsverlauf deutlich zu
machen, wird man in den meisten Fällen eine andere Anschauung bevorzugen. Da Synthesizer aber für
die Betrachtung von parameterbehafteten Funktionen sehr nützlich sein können, wurde im Rahmen die-
ser Arbeit ein Synthesizer entwickelt, der nahe am Schulstoff ist, ein „Schulsynthesizer“. SuS kann so
der Einstieg in die Welt der Synthesizer erleichtert werden.
25Synthesizer unterscheiden sich teils erheblichen in ihrer Klangerzeugung. Die Diskussion verschiedener Synthe-
severfahren würde hier aber zu weit führen. Hier sei auf spezielle Literatur zum Thema verwiesen. Florian
Anwander gibt in seinem Buch „Synthesizer. So funktioniert elektronische Klangerzeugung“ 2015 erschienen
im PPV Medien - Verlag einen guten Überblick.
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Der Schulsynthesizer knüpft dazu am Unterricht zur parameterbehafteten Sinusfunktion an. Grundsätz-
lich stehen zwei Modi zur Verfügung: Der vier Parameter-Modus (orange) und der zwei Parameter-
modus (grün). Zwischen beiden kann mit dem Mode-Schalter umgeschaltet werden (siehe Abbildung
34). Im orangen Modus können mit den vier unteren Potentiometern die vier Parameter der Funktion
k(t) = s · sin(2π u · (t−v)) +w bearbeitet werden. Über den Audioausgang ist das Ergebnis hörbar und
über den Oszilloskopausgang sichtbar. Dadurch können auch die, für eine mathematische Modellierung
von Tönen, wichtigen Parameter identifiziert werden. Im grünen Modus können für vier Sinusfunktion
die Amplitude und die Frequenz angepasst werden. Alle vier Funktionen werden intern addiert. Hier
können z.B. Obertöne untersucht und der Klang durch die Anpassung der Amplituden dieser variiert
werden. Mit vier Funktionen kann auch ein Ausblick auf die Fourieranalyse periodischer Schwingun-
gen gegeben werden. Idee ist dabei wieder die Verknüpfung von auditiver und visueller Wahrnehmung
über den Audio- und den Oszilloskopausgang. Auch ohne einen angeschlossenen Kopfhörer oder ein
angeschlossenes Oszilloskop, kann der Synthesizer als Veranschaulichung von Parametern im Veränder-
lichenaspekt gesehen werden.
Der zentrale Unterschied zu anderen Synthesizern ist die Beschriftung. Im grünen Modus, sind die edi-
tierbaren Funktionen oben zu sehen. Die Parameter sind klar benannt und können mit den identisch be-
zeichneten Potentiometern identifiziert werden. Durch die Kästen ist klar erkennbar, welcher Potentiome-
ter zu welcher Funktion gehört. Durch die „+“ Zeichen zwischen den Kästen wird deutlich symbolisiert,
dass diese addiert werden. Bei üblichen Synthesizer geschieht das üblicherweise in einer Mix-Sektion.
Dass es sich dabei um eine Addition handelt, wird implizit angenommen. Im orangen Modul sind die
Parameter dabei über Pfeile klar den Potentiometern zugeordnet. Durch die klare Farbcodierung sind die
beiden Modi klar trennbar.
6.2. Umsetzung
Der Schulsynthesizer ist auf Basis eines Mikrocontrollers aufgebaut. Die Tonerzeugung erfolgt digital.
Das ermöglicht einen hardwareseitig sehr einfachen Aufbau. Dadurch kann der Synthesizer sehr gün-
stig26 und von SuS, zum Beispiel im Rahmen eines Projekts, selbst aufgebaut werden. Das ganze System
bleibt dabei durch die Programmierung flexibel. Die Schaltung des Synthesizers ist in Abbildung 35
zu finden und kann leicht auf einer Steifen- oder Lochrasterplatine realisiert werden. Das Zentrum des
Synthesizers bildet der Mikrocontroller „NodeMCU“, ein Development Board auf Basis des ESP8266
26Die eigentliche Schaltung kann für circa 10e realisiert werden. Etwa 20e entfallen auf Gehäuse und Dekor.
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Abbildung 34: Bedienoberfläche des Schulsynthesizers
WiFi Chips. Dieser Chip ist mit 160MHz sehr leistungsfähig, bei geringem Strombedarf und wird nor-
malerweise in vielen Endgeräten verbaut, um dort die WLAN-Verbindung herzustellen. Er wird daher
in großen Stückzahlen produziert und ist deshalb günstig zu bekommen. Für dieses Projekt wird er da-
her zweckentfremdet. Das Konzept ist dann relativ einfach: Der Mikrocontroller misst die Spannung der
angeschlossenen Potentiometer (eine genauere Beschreibung folgt unten), den gemessenen Spannungen
werden vom Mikrocontroller Werte zugewiesen, die in der Programmierung den Werten der Parameter,
der zu generierenden Sinusfunktionen, zugeordnet werden. Aus den eingestellten Parametern berechnet
der Mikrocontroller eine WAV-Datei, die der Summe der eingestellten Sinusfunktionen entspricht. Diese
wird dann am Audioausgang ausgegeben. Ändert sich ein Parameter durch das Verändern der Potentio-
metereinstellungen, wird die WAV-Datei neu berechnet. Die einzelnen Teile der Schaltung werden im
Folgenden nochmal detaillierter beschrieben. Die Software ist mit Ausnahme der unten thematisierten
Pulsweitenmodulation leicht am Programmcode in Abschnitt E nachzuvollziehen. Daher soll diese grobe
Beschreibung des Prinzips genügen.
Ein ESP8266 WiFi Chip hat keinen Audioausgang. Ein spezieller Digital-Analog-Wandler (DAC) für
Audiozwecke würde den Preis des Synthesizers aber ungefähr verdoppeln. Der ESP8266 hat aber einen
I2S Port. I2S (Inter-IC Sound) ist eine digitale Schnittstelle zum Austausch von Stereo-Audio-Daten
zwischen ICs (integrierten Schaltungen). Steuert man diese Schnittstelle geschickt über eine Pulsweiten-
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Abbildung 35: Schaltplan des DSP basierten Schulsynthesizers
Abbildung 36: Pulsweiten Modulation zum Erzeugen eines 16-bit I2S DAC
modulation an, lässt sich ein analoges Signal direkt aus der digitalen I2S Schnittstelle generieren. Der
Programmausschnitt, der aus der WAV-Datei die entsprechende Pulsweitenmodulation generiert, ist in
Abbildung 36 zu finden. Problematisch ist, dass dieser Digital-Analog-Wandler sehr viel Rauschen er-
zeugt, das aber glücklicherweise oberhalb des hörbaren Spektrums liegt und deshalb mit einer low-pass
Filterschaltung herausgefiltert werden kann (in der Schaltung (Abbildung 35) zwischen Rx-Pin und dem
Audioausgang).
Der Rest der Schaltung ist schnell nachvollzogen. Die Potentiometer sind jeweils an die Masse und
3, 3V , der maximalen vom Mikrocontroller messbaren Spannung, angeschlossen. Die am Schleifkon-
takt abgreifbare Spannung variiert folglich je nach Potentiometerstellung zwischen diesen Werten. Die
Schleifkontakte sind entsprechend mit dem analogen Eingang27 des Mikrocontrollers verbunden. Da
der ESP8266 nur einen analogen Eingang besitzt, ist ein Eingangsmultiplexer IC zwischengeschaltet,
der die Anzahl der analogen Eingänge auf acht erhöht. Der genaue Anschluss und die Softwareseitige
Ansteuerung dieses ICs würde hier zu weit führen und ist der Schaltung in Abbildung 35 bzw. dem
Programmcode in Abschnitt E zu entnehmen. Zusätzlich zu den Potentiometern ist an einem digitalen
Eingang noch ein Umschalter angebracht, mit dem zwischen den Modi des Synthesizers umgeschaltet
werden kann.
27Mikrocontroller haben digitale und analoge Ein- und Ausgänge in unterschiedlicher Anzahl. An anlogen Eingän-
gen können Spannungen in einem bestimmten Bereich gemessen werden, an digitalen nur, ob eine Spannung
anliegt oder nicht.
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A. Arbeitsblätter
A.1. Einführung: Instrumentenanalyse
A.1.1. Die Begriffe periodisch, Periode, Periodendauer und Amplitude
Abschnitt: Einführung - Instrumentenanalyse

Aufgabe 1:

Markiere in den gegebenen Ausschnitten jeweils die Perioden.

Aufgabe 2:

Formuliert Definitionen für die folgenden Begriffe:	 

Periodisch:

	 

	 

	 

	
Periode:

Aufgabe 3:

Worin unterscheiden sich die unten stehenden Diagramme? Wie steht das im Zusammenhang mit 
dem Höreindruck? Formuliere deine Vermutungen auf der Rückseite. 

Der Begriff Periodendauer kann bei der Beschreibung nützlich sein. Versuche ihn dir aus der 
Definition der Periode selbst herzuleiten.

AB 1	 	Nicolas Regel
Aufzeichnung Kalimba
t /s
x /mm
t /s
x /mm
t /s
x /mm
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Abschnitt: Einführung - Instrumentenanalyse

Periodendauer T:

Frequenz f:

Zusammengefasst:
AB 1	 	Nicolas Regel
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A.1.2. Parameter einer periodischen Schwingung
Abschnitt: Einführung - Instrumentenanalyse



Amplitude:



Aufgabe 1:

Notiere zu den Diagrammen jeweils die sich ändernden Parameter und beschreibe, wie das 
Beispiel klingen würde. 

AB 2	 	Nicolas Regel
Parameter einer periodischen 
Schwingung
t /s
x /mm 1
0
t /s
x /mm 0,03
0
t /s
x /m m
t /s
x /m m
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Abschnitt: Einführung - Instrumentenanalyse

Aufgabe 2:

Singt eurem Nachbarn oder eurer Nachbarin das untenstehende Diagramm vor. Knickt 
anschließend das Blatt um. In das leere erste Diagramm muss der gehörte Ton jetzt skizziert 
werden. Reicht das Blatt mit dem neuen Diagramm oben weiter. Der oder die nächste singt das 
Diagramm wieder vor und so weiter.



AB 2	 	Nicolas Regel
t /s
x /m m
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Abschnitt: Einführung - Instrumentenanalyse

AB 2	 	Nicolas Regel
t /s
x /mm
t /s
x /mm
t /s
x /mm
t /s
x /mm
t /s
x /mm
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Abschnitt: Einführung - Instrumentenanalyse

 
AB 2	 	Nicolas Regel
t /s
x /mm
t /s
x /mm
t /s
x /mm
t /s
x /mm
t /s
x /mm
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A.1.3. Parameter einer periodischen Schwingung (bearbeitet)
120
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A.2. Mathematische Modellierung der Töne - Die Sinus Funktion
A.2.1. Modell einer harmonischen Schwingung
Abschnitt: Mathematische Modellierung von Tönen - Die Sinus Funktion

  

Aufgabe 1: 

Finde eine mathematische Funktion, deren Funktionsgraph der Form einer harmonischen 
Schwingung mit Amplitude A=1 im Weg-Zeit-Diagramm entspricht. Das GeoGebra-Applet „Die 
schwingende Saite“ hilft dir dabei. Falls du nicht weiterkommst, findest du Tipps mit Karten an 
der Tafel.

AB 3 Nicolas Regel
Modell einer harmonischen 
Schwingung
Anleitung Applet:

Im GeoGebra-Applet „Die schwingende Saite“ kann man verschiedene Funktionen über die oben platzierten 
Schaltflächen ein und ausschalten. Standardmäßig an ist die schwingende Saite und ein markierter Punkt in ihrer 
Mitte. Über die anderen Schaltflächen lassen sich zusätzliche Objekte ein und ausblenden, die nützlich sein können. 
Die Funktion Aufzeichnen bewegt die Seite über den Hintergrund, wobei der Mittelpunkt eine Spur hinterlässt. Der 
Schalter „Zurücksetzen“ lässt die Aufzeichnung erneut am Startpunkt starten.
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Abschnitt: Mathematische Modellierung von Tönen - Die Sinus Funktion

AB 3 Nicolas Regel
Tippkarte 1:

Betrachte den zu modellierenden Punkt und den Kreis. Was lässt sich über die 
Amplitude A=1 der Schwingung und den Radius des Kreises aussagen?
Tippkarte 2:

Was haben der umlaufende Punkt am Kreis und der Mittelpunkt 
der schwingenden Saite gemeinsam. Blende die Gerade ein. 
Tippkarte 3:

Was lässt sich über die Y-Koordinate des umlaufenden Punktes 
aussagen?
Tippkarte 4:

Die Y-Koordinate des umlaufenden Punktes entspricht der des 
Mittelpunkts der Schwingung.
Tippkarte 5:

Welcher Seite im Dreieck entspricht die Y-Koordinate des 
umlaufenden Punktes bzgl. des Winkels           (AK, GK, HP)?
β
Tippkarte 6:

Was lässt sich über die Hypotenuse des Dreiecks im Bezug auf 
den Kreis aussagen?

Tippkarte 7:

Wie hängt der Winkel mit der Gegenkathete des Dreiecks, 
zusammen?

β
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A.2.2. Die Sinusfunktion
Abschnitt: Mathematische Modellierung von Tönen - Die Sinus Funktion



Aufgabe 1: 

Bestimme den Sinus der Winkel    in den gegebenen Dreiecken.

Aufgabe 2:

Trage die berechneten Werte in das untenstehende Koordinatensystem ein. Ergänze anschließend 
selbstständig Werte, sodass du die Funktion zeichnen kannst. Vervollständige rechts im 
Diagramm die Funktionsgleichung. 
β
AB 4	 	Nicolas Regel
Die Sinusfunktion
β = 15∘ β = 45∘ β = 90∘ β = 120∘
β = 135∘ β = 180∘ β = 225∘ β = 326∘
f (β ) =
15° 45° 90° 120° 135° 180° 225° 326° β
 sin(β )
 β
 sin(β )
123
Abschnitt: Mathematische Modellierung von Tönen - Die Sinus Funktion

Aufgabe 3:

Null- und Extremstellen der Sinusfunktion:

Für welche Winkel    gilt:   ? Was kann man über eine schwingende Saite in diesen 
Momenten aussagen?

Tipp: Überlege am Einheitskreis, für welche Winkel die Länge der Gegenkathete null ist.

Für welche Winkel    gilt:    

Für welche Winkel    gilt:    

Was kann man über eine schwingende Saite in diesen Momenten aussagen?

Aufgabe 4:

Gib zwei Winkel    an, für die    die angegebenen Werte annimmt? 

Der Sinus am Einheitskreis:

β sin(β ) = 0
β sin(β ) = 1
β sin(β ) = − 1
β sin(β )
AB 4	 	Nicolas Regel
r = 1
β
β
r = 1
Es gilt:  sin(β ) = GK
HT
= b
r
= b1 = b
b = sin(β )
1

0,75

0,5

0,25

0

-0,25

-0,5

-0,75

-1
1

0,75

0,5

0,25

0

-0,25

-0,5

-0,75

-1
0,57 -0,68 0,15 0,25 1 0
 β
 
1
2 2
 sin(β )
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A.2.3. Parameter der Sinusfunktion
Abschnitt: Mathematische Modellierung von Tönen - Die Sinus Funktion

Bisher kennen wir die Gleichung     als Modell für die gemessenen Töne. Dieses muss 
noch ergänzt werden.

• Verschiedene Tonhöhen sollen modelliert werden. Das heißt die Frequenz muss anpassbar sein.

• Verschiedene Lautstärken sollen modelliert werden. Die Amplitude muss anpassbar sein.

• Die Funktion muss von Zeit abhängig sein, nicht vom Winkel.

Dazu nutzen wir Parameter:   ;   ;   ; 
  

Aufgabe 1

Die roten Funktionsgraphen unterscheidet sich von den grünen in je einem der Parameter a,b,c,d. 
Der grüne ist der Graph der Funktion   . Ordne den roten Graphen jeweils die 
passende der oben stehenden Funktionsgleichungen mit Parameter zu und beschreibe, wie sich 
der Funktionsgraph bei der Änderung des Parameters verändert.

f (x) = sin(x)
f (x) = a ⋅ sin(x) f (x) = sin(b ⋅ x) f (x) = sin(x − c)
f (x) = sin(x) + d
f (x) = sin(x)
AB 5	 	Nicolas Regel
Parameter der Sinusfunktion
Die Graphen unterscheiden sich in Parameter:
Die Graphen unterscheiden sich in Parameter:
Die Graphen unterscheiden sich in Parameter:
Die Graphen unterscheiden sich in Parameter:
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Abschnitt: Mathematische Modellierung von Tönen - Die Sinus Funktion

Aufgabe 2

Welche der Parameter a, b, c, d sind im Rahmen der oben formulierten Anforderungen an das 
Modell zur Modellierung von verschiedenen Tonhöhen und Lautstärken relevant?

Formuliere eine Funktionsgleichung, die nur die nötigen Parameter enthält.

AB 5	 	Nicolas Regel
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A.2.4. Die Sinusfunktion als Modell für Töne
Abschnitt: Mathematische Modellierung von Tönen - Die Sinus Funktion

Wir haben alle Parameter gefunden, die für unser Modell nötig sind. Wir können Töne jetzt 
mathematisch beschreiben:

  .



In den Taschenrechner wird die Funktion eingegeben als   . 

Der Parameter a der Funktion entspricht dabei der Amplitude der Funktion, der Parameter b der 
Frequenz.

Aufgabe 1:

Gib die Funktionsgleichung zu den abgebildeten Graphen an und notiere die zugehörigen Töne 
auf der Rückseite im angegebenen Rhythmus.

Tipp: Der Parameter b entspricht je einer der Frequenzen aus der rückseitigen Tabelle.

  

  

f (t) = a ⋅ sin(2π b ⋅ t), [b] = 1 1
s
, [a] = 1mm
f (t) = a ⋅ sin(2π ⋅ |b | ⋅ | t | )
f (t) =
f (t) =
AB 6	 	Nicolas Regel
Modell für Töne: Die Sinusfunktion
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Abschnitt: Mathematische Modellierung von Tönen - Die Sinus Funktion

  

  

f (t) =
f (t) =
AB 6	 	Nicolas Regel
Ton C D E F G A H c
Frequenz/ 
Hz
264 297 330 352 396 440 495 528
Verhältnis 
zu C
1/1 2/1
3

4
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Abschnitt: Mathematische Modellierung von Tönen - Die Sinus Funktion

Aufgabe 2:

Gib die Funktionsgleichungen zu den Tönen aus den 4 Takten an und skizziere die zu D und G 
gehörigen Funktionen in ein Koordinatensystem. Die punktierten Halben werden dabei nur halb so 
stark angeschlagen wie die anderen Töne:

  

  

  

  



Aufgabe 3 (Zusatz):

Bestimme die Zeitpunkte, an denen sich die Saite des Instruments beim Spielen des Tons c in 
Ruhelage befindet (Nullstellen der Funktion   ).
f (t) =
g(t) =
h(t) =
j(t) =
f (t)
AB 6	 	Nicolas Regel
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A.3. Anwendung des Modells von Tönen als harmonische Schwingungen
A.3.1. Entwicklung eines Synthesizers auf Basis des Modells für harmonische
Schwingungen
Abschnitt: Anwendung des Modells von Tönen als harmonische Schwingungen
Entwicklung eines Synthesizers auf Basis des 
Modells für harmonische Schwingungen 
MIDI ist ein Datenprotokoll, mit dem 
elektronische Instrumente untereinander 
kommunizieren. Wir können damit 
unseren Synthesizer mit jedem normalen 
Keyboard spielbar machen. In der 
Software Rack gibt es dazu einen Midi-
Adapter (links). Für vier gleichzeitig 
gespielte Töne liefert der Adapter jeweils 
die folgenden Werte, die an den jeweiligen 
Ausgängen (schwarz) abgegriffen werden 
können:

	 

• CV: Liefert Werte von -5 bis 5, je nachdem welche Taste gedrückt wird. Eine Oktave auf der 
Klaviatur entspricht dabei immer einer Differenz von 1. 

• Gate: Den Wert 5, wenn eine Taste gedrückt wird und den Wert 0, wenn keine Taste gedrückt 
wird.

• Vel: (Velocity): Werte von 0 bis 5 je nachdem wie fest eine Taste 		 	 	
angeschlagen wird.

• Aft: (Aftertouch): Werte von 0 bis 5 je nachdem, wie fest eine Taste nach dem ersten Anschlagen 
weiter gedrückt wird.

Im Formula Modul gibt es die Eingänge (weiß) w, x, y, z. Verbindet man diese mit einem Kabel mit 
einem Ausgang, stellt man eine Gleichung her, zum Beispiel   . Die so definierten 
Parameter w, x, y, z können in der Funktionsgleichung verwendet werden. 

Im Formula Modul ist p ist dabei der vorgeschriebene Zeitparameter für das Modul. 

Aufgabe 1

Verbinde die Ausgänge aus dem Midi Adapter so, dass du die Werte in Form der Parameter w, x, 
y und z in deiner Gleichung verwenden kannst. Gib dann eine Funktionsgleichung in das Formula-
Modul ein, sodass folgende Bedingungen erfüllt sind:

• Es erklingt nur dann ein Ton, wenn eine Taste gedrückt wird.

• Die Tonhöhe hängt von der Taste ab, die gedrückt wird.

Zusatz:

• Die Lautstärke hängt von der Anschlagstärke der Taste ab. 

Kreatives Durcheinander:

• Experimentiere mit der Steuerung deines Synthesizers. Steuer z.B. die Tonhöhe über die 
Anschlagstärke. 
Vel = w
AB 7 Nicolas Regel
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A.3.2. Amplitudenverlauf
Abschnitt: Anwendung des Modells von Tönen als harmonische Schwingungen
Vom Arbeitsblatt Parameter einer periodischen Schwingung kennst du schon sich mit der Zeit 
ändernde Amplituden. Das wollen wir jetzt in unserem Synthesizer einbauen. Dazu muss sich der 
entsprechende Parameter der Funktion im Zeitverlauf ändern. Wir verwenden dazu eine 
sogenannte ADSR-Hüllkurve. Die durchläuft beim Drücken einer Taste eine Funktion, die man 
einstellen kann. Diese Funktion steuert dann wiederum den Amplitudenparameter der 
Sinusfunktion. 

A (Attack) beschreibt die Zeit, bis die Funktion ihr Maximum 
erreicht,  D (Decay) die Zeit bis die Funktion auf das Sustainlevel 
absingt,  S (Sustain) gibt den Wert vor, den die Funktion hält, bis 
die Taste losgelassen wird und  (Release) beschreibt die Zeit, die 
die Funktion nach dem loslassen der Taste benötigt, um wieder 
auf null zu fallen. 





Aufgabe 1:

Baue eine ADSR-Hüllkurve in deinen Funktionensynthesizer ein und steuere damit den 
Lautstärkeparameter im Formula-Modul. Damit das ADSR-Modul weiß, wann die Funktion 
losgehen soll, musst du den Gate-Ausgang des MIDI-Adapters mit dem Gate-Eingang des ADSR-
Moduls verbinden. Experimentiere mit verschiedenen Einstellungen des ADSR-Moduls. Skizziere 
für zwei Einstellungen   :
h(t)
AB 8 Nicolas Regel
Amplitudenverlauf
h(t) f (t) = a ⋅ sin(b ⋅ t) f (t) = h(t) ⋅ sin(b ⋅ t)a=h(t)⏞⇒
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Abschnitt: Anwendung des Modells von Tönen als harmonische Schwingungen
Aufgabe 2:

Auch bei nicht elektronischen Instrumenten kann der Amplitudenverlauf durch eine Funktion 
beschrieben werden. Skizziere für die unten stehenden Aufnahmen die Funktion   , die den 
Verlauf der Amplitude beschreibt. Achte auf die Skalierung der Zeit oben in den Ausschnitten.



Aufgabe 3:

Welche Funktionen kennst du, deren Funktionsgraph dem von    aus Aufgabe 2 entsprechen 
könnte?

Die Funktion    beschreibt den  gesamten Schwingungsverlauf. Verhält sich 
   wie in Aufgabe 2, nennt man    gedämpfte Schwingung. Alle realen mechanischen 
Schwingungsprozesse sind gedämpfte Schwingungen. Formuliere     mit der konkreten 
Funktion    als Gleichung einer gedämpften Schwingung.

h(t)
h(t)
f (t) = h(t) ⋅ sin(b ⋅ t)
h(t) f (t)
f (t)
h(t)
AB 8 Nicolas Regel
Aufnahme einer Kalimba Aufnahme einer Trommel
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A.3.3. Intervalle
Abschnitt: Anwendung des Modells von Tönen als harmonische Schwingungen
Wir haben am Anfang der Einheit die Frage gestellt, warum bestimmte Töne „gut“ zusammen 
klingen und andere „schlecht“. In der Musik spricht man von „konsonant“ und „dissonant“. Dieses 
Phänomen wollen wir jetzt untersuchen.
Aufgabe 1:

Spiele auf deinem Synthesizer den Ton c’ jeweils gemeinsam mit einem anderen Ton der Oktave, 

bis hin zu c’’ (markierter Bereich). Beachte nur die weißen Tasten. Jedes dieser Tonpaare (in der 
Musik Intervalle) hat in der Musik einen Namen, die in der Tabelle stehen. Gib auf einer Skala von 
eins bis zehn zu jedem Intervall an, ob die Töne auseinanderklingen (dissonant) -1- oder

zusammenklingen (konsonant) -10-.

Aufgabe 2:

Miss die Frequenzen der einzelnen Töne. Dazu kannst du das in Rack integrierte Stimmgerät 
nutzen. 
Bestimmte jeweils den Quotienten der Frequenzen   , der gleichzeitig gespielten Töne und ordne 
sie dem Intervall zu. Runde sinnvoll und gebe als Bruch an, wenn möglich.
Aufgabe 3:

Gibt es einen Zusammenhang zwischen der in Aufgabe eins formulierten Bewertung und dem in 
Aufgabe zwei bestimmten Verhältnis der Frequenzen?
f2
fc′ 
AB 9 Nicolas Regel
Ton c’ d’ e’ f’ g’ a’ h’ c’’
Frequenz in Hz
Intervalle
Tonpaar c’,c’ c’,d’ c’,e’ c’,f’ c’,g’ c’,a’ c’,h’ c’,c’’
Name des Intervalls Prime große 
Sekunde
große 
Terz
reine 
Quarte
reine 
Quinte
große 
Sexte
große 
Septime
Oktave
konsonant/ 
dissonant?
Name des Intervalls Prime große 
Sekunde
große 
Terz
reine 
Quarte
reine 
Quinte
große 
Sexte
große 
Septime
Oktave
 
f2
f1
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A.3.4. Obertoene
Abschnitt: Anwendung des Modells von Tönen als harmonische Schwingungen
Aufgabe 1:

Analysiere mit dem Programm Sonic Visualiser ein Instrument deiner Wahl. Nimm dazu den Klang 
beim Anschlagen eines Tons über den Aufnahmeknopf auf. Klicke anschließend auf Pane und 
Spectrum (oder drücke u), um die Fourieranalyse deiner Aufnahme anzuzeigen. Die Darstellung 
gibt dabei jeweils einen zeitlichen Ausschnitt von einer zehntel Sekunde an. Bestimmte aus der 
Darstellung die Amplituden der ersten neun Obertöne, wenn du annimmst, dass der Grundton die 
Amplitude eins hat und gib sie in der unterstehenden Tabelle an.

Tipp: Das Programm zeigt dir konkrete Werte an, wenn du mit der Maus den Graph berührst.

Aufgabe 2:

Formuliere den Klang des Instruments als Summe der Sinusfunktionen des Grundton und der 
erste neun Obertöne.

AB 10 Nicolas Regel
Obertöne
Grund-
ton
1. OT 2. OT 3. OT 4. OT 5. OT 6. OT 7. OT 8. OT 9. OT
Frequenz
Amplitude im 
Verhältnis zu 
der des 
Grundtons
1
5  ν1  ν 10  ν6  ν2  ν 7  ν3  ν 8  ν4  ν 9  ν
134
Abschnitt: Anwendung des Modells von Tönen als harmonische Schwingungen
Aufgabe 3:

Baue den Klang des von dir untersuchten Instruments nach, indem du die Funktion in den 
Funktionensynthesizer eingibst. Teile die Summe deiner Funktionen zum Schluss noch durch die 
Summe der Amplituden, damit der Synthesizer nicht übersteuert. 

Aufgabe 4:

Der Amplitudenverlauf eines Tons ist sehr charakteristisch für ein Instrument. Versuche den 
Amplitudenverlauf des von dir untersuchten Instruments mit der ADSR-Hüllkurve nachzubilden.

Aufgabe 5:

Spiele Abwechselnd das reale Instrument und deinen Synthesizer. Vergleiche den Höreindruck. Ist 
deine Simulation gelungen? Worin unterscheidet sich der Klang des echten Instruments von 
deiner Simulation?

Aufgabe 6:

Werde kreativ. Experimentier mit verschiedenen Funktionsgleichungen, um deinen eigenen 
Synthesizersound zu entwickeln. Notiere gut klingende Funktionen.

AB 10 Nicolas Regel
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B. Test
Aufgabe 1:

Markiere in den gegebenen Ausschnitten jeweils die Perioden und gib die Periodendauer T an. 
Berechne daraus auch die Frequenz f.

Aufgabe 2:

Beschreibe, wie die Aufnahme a bzw. b klingt. Welche Parameter des Diagramms ändern sich 
jeweils. 

Test zum Thema Mathematik hören
t /s
x /mm 0,010,005
t /s
x /mm 0,010,005 0,02 0,03
T= f=
T= f=
t /s
x /m m
t /s
x /m m
a) b)
a)
b)
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Aufgabe 3:

Mit den Parametern a, b, c, d kann die Sinusfunktion beeinflusst werden. Was bewirken diese 
Parameter grafisch und welche davon werden benötigt, um Töne beschreiben zu können?

a:
b:
c:
d:
Gib an, inwiefern du den Aussagen zustimmen kannst: Auf 
keinen 
Fall
eher 
nicht
teils/
teils
eher 
ja
Auf 
jeden 
Fall
Den Ansatz die Sinusfunktion über die Analyse von Musikinstrumenten 
einzuführen, fand ich interessant.
Im Vergleich zum übrigen Unterricht zum Thema Funktionen war ich 
motivierter. 
Ich konnte der Unterrichtseinheit gut folgen.
Ich habe in der Unterrichtseinheit viel dazugelernt.
Ich würde mir in Mathematik mehr anwendungsbezogenen Unterricht 
wünschen.
Generell halte ich mich für gut in Mathe.
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
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C. Präsentationen
C.1. Parameter der Sinusfunktion und Zeitabhängigkeit
Parameter der Sinusfunktion
β
f(β) = sin(β)
0° 30° 90° 180° 210° 270° 360°
0 0,5 1 0 -0,5 -1 0
1
360°
Parameter der Sinusfunktion
β
f(β) = sin(β)
g(β) = 0,5 ⋅ f(β)
0° 30° 90° 180° 210° 270° 360°
0 0,5 1 0 -0,5 -1 0
0 0,25 0,5 0 -0,25 -0,5 0
g(β) = a ⋅ sin(β) 1
360°
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Parameter der Sinusfunktion
β
3 ⋅ β
h(β) = sin(3 ⋅ β)
0° 30° 90° 180° 210° 270° 360°
0 90° 270° 540° 630° 810° 1080°
0 1 -1 0 -1 1 0
h(β) = sin(b ⋅ β) 1
360°
Abhängigkeit von der Zeit
h(β) = sin(b ⋅ β) 1
360°1s
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Parameter der Sinusfunktion
β
3 ⋅ β
h(β) = sin(3 ⋅ β)
0° 30° 90° 180° 210° 270° 360°
0 90° 270° 540° 630° 810° 1080°
0 1 -1 0 -1 1 0
h(β) = sin(b ⋅ β) 1
360°Die Einheit von           muss Grad sein, nicht die der freien Variable!  b ⋅ β
Abhängigkeit von der Zeit
h(β) = sin(b ⋅ β) 1
360°
1
1s
Die Einheit von           muss Grad sein, nicht die der freien Variable!  b ⋅ β
j(t) = sin(b ⋅ t)
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Abhängigkeit von der Zeit
h(β) = sin(3 ⋅ β) 1
360°
1
1s
Die Einheit von           muss Grad sein, nicht die der freien Variable!  b ⋅ β
j(t) = sin(b ⋅ t)
[b ⋅ t] =∘
[b] ⋅ s =∘ [b] =
360∘
s
Abhängigkeit von der Zeit
1
1
1s
j(t) = sin(b ⋅ t)
[b ⋅ t] =∘
[b] ⋅ s =∘ [b] =
360∘
s
• Der Parameter b bekommt die Einheit 
• Der Zahlenwert von b stimmt mit dem der Frequenz der Schwingung überein
j(t) = sin(3 360
∘
s
⋅ t)
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C.2. Ausblick zum Abschluss der Erprobung
Warum klingen Töne gut zusammen?
e’ f1=330Hz e’ f1=330Hz
e’’ f2=660Hz f’ f2=352Hz
Verhältnis f1/f2=1/2 f1/f2=15/16
Ton C D E F G A H c
Frequenz/ 
Hz
264 297 330 352 396 440 495 528
Verhältnis 
zu C
1/1 8/9 4/5 3/4 2/3 3/5 8/15 2/1
Summe der 
Quotienten
2 17 9 7 5 8 23 3
C klingt gut 
zusammen 
mit 
C c G F A E D H
Warum klingen Töne gut zusammen?
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Ein Ton kommt selten allein!
f(t) = sin(250 360
∘
s
⋅ t)
Grundton
f(t) = sin(250 360
∘
s
⋅ t) + 0.8 ⋅ sin(2 ⋅ 250 360
∘
s
⋅ t) + 0.8 ⋅ sin(3 ⋅ 250360
∘
s
⋅ t)
Grundton und Obertöne = Sound
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D. Verlaufspläne der Erprobung
D.1. Erste Stunde
Zeit Unterrichtsteil Inhalt Aufgabenstellung/ Impulse Ziele Sozialform
/ Methode
Mittel
5 Vorstellen Vorstellen der Person
Vorstellen des Themas: Was hat Mathe
mit Musik zu tun?
Ablauf der Stunde:
1. Untersuchen von Instrumenten.
2. Entwickeln einer Untersu-
chungsmethode.
3. Aufnahmen von Instrumenten
anfertigen.
LV Instrumente
20 Einführung Untersuchung verschiedener Instru-
mente: Klavier, Gitarre, Lamellophon,
Geige, E-Bass, Stimmgabel, Lautspre-
cher, Flöte.
Gemeinsamkeiten mit Hilfe der Karten
herausstellen.
Notieren:
Alle Instrumente erzeugen Schwingun-
gen
Untersucht die Instrumente
vor euch und schreibt auf die
Karten, wie sie Töne erzeugen.
Befestigt die Karten mit Magne-
ten an der Tafel.
Impulsfragen beim Verglei-
chen der Ergebnisse: Was ist
eine Schwingung?
Auf einzelne Instrumente bezo-
gen: Was schwingt in diesem
Fall?
Erkennen von Gemeinsam-
keiten, Formulieren einer
Vermutung zur Tonerzeugung:
z.B. „Töne werden durch
Schwingungen erzeugt.“
Interesse am Thema durch
praktischen Umgang mit
Instrumenten wecken.
PA Instrumente
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10 Erarbeitung Verschiedene Saiten erzeugen verschie-
dene Töne. Warum? Wir müssen die
Schwingungen also näher untersuchen.
Die Schwingungen der verschiedenen
Instrumente sollen genauer untersucht
werden. Erarbeitung einer Aufzeich-
nungsmethode.
Freihandexperiment: Aufzeichnung
einer Stimmgabel mit Nadel auf Ruß-
platte.
SuS entwickeln Ideen zur analogen
Aufzeichnung der anderen Instru-
mente. Z.B. E-Bass: Verlangsamte
Videoaufnahme, andere Instrumente:
Audioaufnahme eines Mikrofons.
Demoaufnahme Stimme mit Audacity
Wie kann man die beim Freihan-
dexperiment entstandene Form
mathematisch beschreiben? =>
Als Diagramm.
Wo verlaufen dann die Koordi-
natenachsen?
Wie lautet die Achsenbeschrif-
tung?
Was stellt die Audiosoftware
nach der Aufnahme grafisch
dar?
Aufzeichnung des Schwin-
gungsverlaufs in Abhängigkeit
der Zeit als Untersuchungsme-
thode verstehen.
Verknüpfung zum Weg-Zeit-
Diagramm herstellen.
Mikrofon-, Video- und Auf-
zeichnung auf Rußplatte als
Weg-Zeit-Diagramm begreifen.
PL, LV Stimmgabel, Ruß-
platte Laptop Bea-
mer
10 Erarbeitung SuS fertigen Video- und Tonaufnahmen
der Schwingungsverläufe von E-Bass
(H- und E-Saite) und Tonaufnahmen
vom Lamellophon und der Stimme an.
Filmt mit einer Slo-Motion-
Kamera die beiden tiefen Saiten
des E-Basses nacheinander beim
Schwingen.
Nehmt die verschiedene Töne
eines Lammellophons auf.
Nehmt die Töne eurer Stimme
auf. Gut funktioniert der Laut
Em.
GA E-Bass, Lamello-
phon, Mikrofon,
Laptop oder Tablet
zur Aufzeich-
nung, Kamera
oder Smartphone
mit Slow-Motion-
Funktion (min-
destens 240fps),
Laptop mit Video-
Analyse-Programm
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D.2. Zweite Stunde
Zeit Unterrichtsteil Inhalt Aufgabenstellung/ Impulse Ziele Sozialform
/ Methode
Mittel
15 Auswertung Videoanalyse der E-Bass Saite H.
Diskussion der entstehenden Kurve.
Abfragen verschiedener Punkte der
Kurve.
Verdeutlichung des Aufzeichnungs-
prinzips mit Hilfe des GeoGebra
Applets "Die schwingende Saite“.
Vergleich mit Audioaufnahme der
selben Schwingung.
Wo ist die Saite in diesem Mo-
ment? Was repräsentiert dieser
Teil des Graphs? (Auslenkung
am Anfang)
Wie würdet ihr den Verlauf mit
Worten beschreiben? Angenom-
men jemand würde die Grafik
nicht kennen. (Schwingend,
Oszillierend)
Schwingend reicht nicht,
da auch chaotisches Pendel
schwingt.
Was ist der Unterschied zwi-
schen dem Schwingen des
Pendels und der Saite? (Die
Saite schwingt immer auf die
gleiche Art.)
Erkennen des Zusammenhangs
zwischen Video und Weg-Zeit-
Diagramm.
Erkennen des periodischen Ver-
laufs.
Identifizieren der Periode.
PL Videoaufnahme
Basssaite, Laptop
mit Video-Analyse-
Programm, Be-
amer, Geogebra
Applet "Die
schwingende Saite“
Einführen der Begriffe „periodisch“
und „Periode“ anhand des Diagramms.
Das nennt man periodisch bzw.
periodische Schwingung.
Zeigen der Stimmaufnahme Ist das eine periodische Schwin-
gung? (Ja oder nein möglich)
Zeigen der Aufnahmen der Mundhar-
monika.
Ist das eine periodische Schwin-
gung? (Ja oder nein möglich)
Wird die Lamelle im Instrument
so wie im Diagramm dargestellt
Schwingen? (nein)
Messung mehrerer Töne mit chaoti-
schem Pendel vergleichen.
Wie viele Töne hören wir?
(Mehr als einen)
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10 Erarbeitung Diskussion weiterer periodischer
Prozesse (Tag-Nacht-Wechsel (Applet-
Einsatz), Uhrzeiten, Gezeiten, Atmung,
Alltag).
Def:
„Als „periodisch“ werden Prozesse
bezeichnet, bei denen ein kleiner
(räumlicher oder zeitlicher) Ausschnitt
sämtliche Informationen über den
Prozess enthält. Dieser Ausschnitt wird
als Periode bezeichnet.“
oder
„Als „periodisch“ werden Prozesse
bezeichnet, die sich immer in gleicher
Form wiederholen. Eine einzelne
Wiederholung wird dann Periode
genannt.“
Was für andere Prozesse kennt
ihr, die sich immer in der glei-
chen Art und Weise wiederho-
len?
Wenn bei all diesen Prozessen
gilt, dass sie sich immer auf
die gleiche Art wiederholen, was
lässt sich dann über eine einzel-
ne Wiederholung sagen? => Da
steckt schon alles drin.
Kennen der Definition eines pe-
riodischen Prozesses.
Kennen der Definition einer Pe-
riode.
PL
20 Sicherung/
Übung
SuS erhalten Arbeitsblätter A.1.1 mit
Drucken der von ihnen erstellten Ton-
aufnahmen. Dort identifizieren und
markieren sie die Perioden.
SuS formulieren selbst eine Definiti-
on der Begriffe „periodisch“ und „Pe-
riode“. Diskutieren der Definitionen
(s.o.)
Ihr habt 10 Minuten für Aufgabe
1 und 2. Anschließend tauscht
ihr euch bitte mit euren Nach-
barn über deren Definitionen aus
und überprüft, ob beide korrekt
sind.
Kennen und Anwenden der Be-
griffe „periodisch“ und „Peri-
ode“.
EA Arbeitsblatt A.1.1
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D.3. Dritte Stunde
Zeit Unterrichtsteil Inhalt Aufgabenstellung/ Impulse Ziele Sozialform
/ Methode
Mittel
5 Wiederholung Definitionen Periode, periodisch PL Tafel
10 Einführung Betrachten der zwei Grafiken in Aufga-
be 3 des Arbeitsblattes.
Einführung des Begriffs „Perioden-
dauer“: Als Periodendauer T wird die
Zeit bezeichnet, die es dauert, bis der
betrachtete Prozess einmal die Periode
durchlaufen hat.
Vorstellung eines Oszilloskops zur
Darstellung von Schwingungen
Worin unterscheiden sich die
beiden Diagramme?
Erkennen der unterschied-
lichen Periodenlänge bei
Betrachtung der beiden Weg-
Zeit-Diagramme. Kennen des
Begriffs Periodendauer T
PL AB A.1.1, Tafel
25 Erarbeitung Schüler*innenexperiment zur qualitati-
ven Formulierung des Zusammenhangs
zwischen Periodendauer und wahrge-
nommener Tonhöhe.
Formuliert den von euch gefun-
denen Zusammenhang mit der
Periodendauer als Je-desto-Satz.
Zusatz: Untersucht die Tö-
ne, die 12 und 7 Halbtöne
auseinander liegen. Was fällt
bezüglich der Periodendauer
beider Töne auf?
Kennen der qualitativen Formu-
lierung zwischen Frequenz und
wahrgenommener Tonhöhe.
GA Instrumente, Oszil-
loskope, Mikrofone
5 Sicherung Vorstellen der Ergebnisse. Gemeinsame
Formulierung des Zusammenhangs: Je
kleiner die Periodendauer, desto höher
der Ton.
PL Tafel
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D.4. Vierte Stunde
Zeit Unterrichtsteil Inhalt Aufgabenstellung/ Impulse Ziele Sozialform
/ Methode
Mittel
5 Erarbeitung Definition Frequenz als Anzahl der Pe-
rioden pro Zeiteinheit.
Zusammenhang zur Periodendauer f =
1
T
und Einheit [f ] = [ 1
s
] = [Hz]
Periodendauer ist als Größe
nicht immer anschaulich. Je
nach Zusammenhang ist die An-
gabe einer Frequenz sinnvoller.
Eine Frequenz beschreibt eine
Häufigkeit pro Zeitraum.
Das ist auch in unserem Sprach-
gebrauch üblich: „Ich gehe 3
mal die Woche zum Sport.“
Nicht: „Ich gehe alle 2,5 Tage.“
Kennen der Frequenz und deren
Zusammenhang zur Perioden-
dauer.
Ablesen der Frequenz aus Weg-
Zeit-Diagrammen.
LV Tafel, Beamer Lap-
top mit Software
Audacity
5 Übung Formulieren des Zusammenhangs zwi-
schen Frequenz und wahrgenommener
Tonhöhe in Anknüpfung an die Ergeb-
nisse der vorangegangenen Stunde.
Formuliert den von euch ge-
fundenen Zusammenhang zwi-
schen wahrgenommener Tonhö-
he und Periodendauer erneut mit
der Frequenz anstatt der Peri-
odendauer.
Kennen des qualitativen Zu-
sammenhangs zwischen wahr-
genommener Tonhöhe und Fre-
quenz
EA -
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10 Erarbeitung Definition Amplitude.
Audacity Aufnahme besprechen. Ma-
kroskopisch Abnahme der Amplitude
im Schwingungsverlauf, da Schwin-
gungen in der Realität stets Dämpfung
unterliegen.
Definition:
Amplitude: Die Amplitude ist die ma-
ximale Auslenkung der Schwingung,
von der Ruhelage aus.
VCV Synth zeigen. Prinzip erklä-
ren. Frequenzänderung zeigen und
hören lassen. Dann nur sehen und
Amplitude ändern. Hörerlebnis voraus-
sagen lassen. Diskussion: Änderung
von Amplitude und Frequenz im
Modell periodischer Schwingungen
Ist eine gedämpfte Schwingung
eine periodische Schwingung?
Kennen der Amplitude und
deren qualitativen Zusammen-
hang zur wahrgenommenen
Lautstärke.
PL Laptop, Beamer,
Audacity Soft-
ware, VCV Rack
Software
25 Übung Arbeitsblatt Parameter einer periodi-
schen Schwingung (siehe Abschnitt
A.1.2). Definition Amplitude eintragen.
Aufgabe 1 gemeinsam.
Erkennen von Amplituden
und Frequenzänderungen im
Weg-Zeit-Diagramms eines
Tons. Voraussagen über den
Höreindruck des Tons machen
können.
Skizzieren des Weg-Zeit-
Diagramms eines Tons aus dem
Höreindruck.
PL, GA AB Parameter
einer periodischen
Schwingung (siehe
Abschnitt A.1.2)
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D.5. Fünfte Stunde
Zeit Unterrichtsteil Inhalt Aufgabenstellung/ Impulse Ziele Sozialform
/ Methode
Mittel
5 Einführung Motivation einer mathematischen Mo-
dellierung
Bisher nur qualitative Zusam-
menhänge. Je größer die Fre-
quenz, desto höher der Ton.
Um Musik richtig beschreiben
zu können, brauchen wir eine
quantitative Beschreibung. Wir
bauen ein mathematisches Mo-
dell, also eine Funktion, die die
von uns gemessenen Weg-Zeit-
Diagramme beschreibt. Welche
Funktionen kennt ihr? => qua-
dratische, lineare. Sind die peri-
odisch? => Nein. Wir brauchen
also eine neue Funktion.
Motivation einer mathemati-
schen Beschreibung periodi-
scher Funktionen
LV Tafel
5 Erarbeitung Verknüpfung von Schwingung
und Kreisbewegung mit Hilfe des
GeoGebra-Applets „Die schwingende
Saite“.
Wie hängt die diskutierte Bewe-
gung mit dem Kreis zusammen?
Die Y-Koordinate des umlau-
fenden Punktes entspricht genau
der gesuchten Bewegung. Das
heißt: Wir können statt dieses
Punktes auch die Y-Koordinate
im Kreis beschreiben.
Identifizieren der Y-Koordinate
eines einen Kreis umlaufenden
Punkts mit einer periodischen
Schwingung.
LV/PL Geogebra-Applet
„Die schwingende
Saite“
15 Erarbeitung Identifikation der gesuchten Größe als
Sinus des Winkels β am Einheitskreis
an der Tafel. Zunächst nur Kreis mit
Punkt und gesuchte Länge einzeichnen,
dann Ergänzung zum Dreieck. Dreieck
separat nochmal aufmalen.
Der Kreis hat den Radius eins.
Damit können wir erstmal nur
Schwingungen beschreiben, die
auch die Amplitude r = 1 ha-
ben, aber das reparieren wir hin-
terher. Welche Aussage können
wir über die Länge der gesuch-
ten Strecke machen?
PL/LV Tafelbild wie auf
Seite zwei des
AB „Die Sinus-
funktion“ (siehe
Abschnitt A.2.2)
151
5 Sicherung Berechnen von einzelnen Sinus-Werten
(Aufgabe 1 auf dem Arbeitsblatt „Die
Sinusfunktion“)
EA Arbeitsblatt „Die
Sinusfunktion“
(siehe Abschnitt
A.2.2)
5 Übung Sinus jetzt nicht als statisches Verhält-
nis, sondern als Funktion.
Was unterscheidet die Betrach-
tungsweisen vom Sinus als Ver-
hältnis und dem Sinus als Funk-
tion?
Das, was uns interessiert! In
einem Dreieck betrachten wir
den Sinus eines Winkels. Bei
der Funktion interessiert uns der
Verlauf, bei der Änderung des
Winkels. Dazu betrachten wir
alle möglichen (rechtwinkligen)
Dreiecke. Wir betrachten die
Änderung einer Größe, in Ab-
hängigkeit einer anderen.
Auf dem AB errechnet ihr einige
Dreiecke, um auf die anderen zu
schließen.
Welche Punkte sind besonders
wichtig, um eine Funktion rich-
tig zeichnen zu können? =>
Nullstellen und Extrema
PL Arbeitsblatt „Die
Sinusfunktion“
(siehe Abschnitt
A.2.2)
10 Sicherung Zeichnen der Sinusfunktion (Aufgabe 2
auf dem Arbeitsblatt „Die Sinusfunkti-
on“)
Den Verlauf der Sinusfunktion
kennen und zeichnen können.
Kennen der Null- und Extrem-
stellen des Sinus.
EA Arbeitsblatt „Die
Sinusfunktion“
(siehe Abschnitt
A.2.2)
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D.6. Sechste Stunde
Zeit Unterrichtsteil Inhalt Aufgabenstellung/ Impulse Ziele Sozialform
/ Methode
Mittel
10 Wiederholung Mathematisches Modell eines Tons:
Die Sinusfunktion.
Wiederholung Einheitskreis.
PL Geogebra-Applet
"Die schwingende
Saite“
25 Erarbeitung Ergänzung des Modells f(β) = sin(β)
für die gemessenen Töne. Arbeitsblatt
„Parameter der Sinusfunktion“ (siehe
Abschnitt A.2.3)
• Verschiedene Tonhöhen sollen
modelliert werden. Das heißt
die Frequenz muss anpassbar
sein.
• Verschiedene Lautstärken sol-
len modelliert werden. Die Am-
plitude muss anpassbar sein.
• Die Funktion muss von Zeit ab-
hängig sein, nicht vom Winkel.
Dazu nutzen wir Parameter: f(β) = a ·
sin(b · (β − c)) + d.
Aufgabe 1 des Arbeitsblattes:
Ordne den variierten Parameter
einem Graphen zu und beschrei-
be, wie sich der Funktionsgraph
bei der Änderung des Parame-
ters verändert. Überprüfe deine
Vermutungen am Synthesizer.
Kennen der Parameter a, b, c, d
in der Gleichung f(β) = a ·
sin(b · (β − c)) + d und de-
ren Einfluss auf den Funktions-
graph
GA Arbeitsblatt „Pa-
rameter der Sinus-
funktion“ (siehe
Abschnitt A.2.3),
Schulsynthesizer
10 Vergleichen Parameter in vcv-Rack-Software im
Formula-Modul einsetzen und variie-
ren.
Zusammenfassung: „Wir hören nur die
Parameter a und b. Wo ein Ton ange-
schlagen wird und wann können wir
nicht unterscheiden“
Kennen des Zusammenhangs
zwischen verwendetem Para-
meter und den Größen Fre-
quenz, Amplitude und Phasen-
verschiebung.
PL Laptop, Beamer,
Software vcv-Rack
inklusive Formula
Modul.
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D.7. Siebte Stunde
Zeit Unterrichtsteil Inhalt Aufgabenstellung/ Impulse Ziele Sozialform
/ Methode
Mittel
5 Wiederholung Wiederholung Parameter
Herangehensweise an Funktionen: Vom
betrachteten Parameter nach außen
Kennen der Parameter a, b, c, d
in der Gleichung f(β) = a ·
sin(b · (β − c)) + d und de-
ren Einfluss auf den Funktions-
graph
PL/LV Laptop, Bea-
mer, Keynote-
Präsentation (siehe
Abschnitt C.1)
15 Erarbeitung Die Sinusfunktion als Funktion der
Zeit: Einführung mit Hilfe einer Ein-
heitenmanipulation.
Neues Modell zur Beschreibung
von Tönen: f(t) = sin(b · t), wobei
b mit der Einheit [b] = 1 360
◦
s
die
Frequenz ist.
Impuls: In den Sinus kann man
nur Zahlen mit der Einheit Win-
kel einsetzen wir wollen aber
unsere Auslenkung in Abhän-
gigkeit von Zahlen mit der Ein-
heit „Zeit“ beschreiben.
Typische Taktik in der Mathe-
matik: Erstmal machen und hin-
terher reparieren. Also: Erst-
mal eine Zeit einsetzen: Beispiel
f(3s) = sin(3s). Dann reparie-
ren: f(3s) = sin(3s · 360
◦
s
) =
sin(1080◦)
Was ist das hier 360
◦
s
? Eine Fre-
quenz! Hier eine Periode pro Se-
kunde.
Interpretieren des Sinus als
Funktion der Zeit mit einer Fre-
quenz.
LV Tafel, Laptop,
Beamer, Keynote-
Präsentation (siehe
Abschnitt C.1)
5 Zusammenfas-
sung
Gleichung unseres Modells: f(t) = a ·
sin(b · t), wobei [b] = 360
◦
s
, sodass in
den Taschenrechner eingegeben werden
muss: f(t) = a · sin(360◦ · b · t).
PL Tafel
15 Sicherung Bestimmten von Funktionsgleichungen
aus Weg-Zeit-Diagrammen, sowie die
Angabe der Funktionsgleichung bei ge-
gebener Frequenz (Aufgabe 1 und 2
auf dem Arbeitsblatt „Die Sinusfunkti-
on als Modell für Töne“)
Anwenden des formulierten
Models eines Tons
EA Arbeitsblatt „Die
Sinusfunktion als
Modell für Töne“
(siehe Abschnitt
A.2.4)
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5 Vergleichen Vergleichen der Aufgaben 1,2. Anhören
der Tonfolge.
Welche bekannte Melodie ergibt
sich, wenn man die modellierten
Töne im vorgegeben Rhythmus
notiert? => Stille Nacht
Ergebnissicherung PL Tafel
D.8. Achte Stunde
Zeit Unterrichtsteil Inhalt Aufgabenstellung/ Impulse Ziele Sozialform
/ Methode
Mittel
25 Test Abschlusstest inklusive Multiple Choi-
ce Feedback
EA Test (siehe Ab-
schnitt B)
10 Abschluss Abschlusspräsentation: Wahrnehmung
von Intervallen, Klang von Instrumen-
ten, Obertöne, Ausblick auf weitere An-
wendungen.
LV Laptop Bea-
mer Keynote-
Präsentation (siehe
Abschnitt C.2)
10 Feedback Offenes Feedbackgespräch zur Unter-
richtseinheit
PL
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E. Programmcode Synthesizer
1 / / B i b l i o t h e k e n l a d e n
2 # i n c l u d e <Arduino . h>
3
4 / / Die i 2 s B i b l i o t h e k e r m o e g l i c h t u e b e r P u l s w e i t e n m o d u l a t i o n d i e Ausgabe e i n e s
a n a l o g e n S i g n a l s .
5 # i n c l u d e < i 2 s . h>
6 # i n c l u d e < i 2 s _ r e g . h>
7
8 / / Die T i c k e r B i b l i o t h e k e r m o e g l i c h t d i e Messung von v e r g a n g e n e r Z e i t s e i t
P r o g r a m m s t a r t .
9 # i n c l u d e < T i c k e r . h>
10
11 i n t SampleRate = 44100 ;
12 / / Array f u e r F requenzen d e r v i e r O s z i l l a t o r e n .
13 i n t F requenz [ 4 ] ;
14 / / Array f u e r d i e L a u t s t a e r k e d e r v i e r O s z i l l a t o r e n .
15 f l o a t Volume [ 4 ] ;
16 / / Array f u e r d i e b e n o e t i g t e n Samples d e r v i e r O s z i l l a t o r e n .
17 f l o a t P h a s e n v e r s c h [ 2 ] ;
18 f l o a t Yversch [ 2 ] ;
19 / / Durch d i e Angabe d e r b e n o e t i g t e n Samples wi rd d i e n i e d r i g s t e d a r s t e l l b a r e Frequenz
a u f 100Hz f e s t g e l e g t .
20 i n t BenSamples [ ] = { 4 4 1 , 4 4 1 , 4 4 1 , 4 4 1 } ;
21 / / I n t e r n e V a r i a b l e zum A n s t e u e r n d e r v e r s c h i e d e n e n O s z i l l a t o r e n .
22 i n t OszZ =0;
23
24 / / Mode V a r i a b l e
25
26 i n t Mode = 0 ;
27 i n t Modeal t = 0 ;
28
29 / / A r r ay s zum S p e i c h e r n d e r gemessenen und umgerechne ten P o t e n t i o m e t e r w e r t e .
30 i n t p o t i W e r t [ 8 ] ;
31 i n t p o t i W e r t 1 [ 8 ] ;
32 i n t p o t i W e r t 2 [ 8 ] ;
33 i n t p o t i W e r t a l t [ 8 ] ;
34
35
36 / / B i t s , um verbundenen Pin am 4051 IC zu s t e u e r n .
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37 i n t b i t 1 = 0 ;
38 i n t b i t 2 = 0 ;
39 i n t b i t 3 = 0 ;
40
41 / / V a r i a b l e n z u r Wave−Ausgabe am i 2 s−Pin
42 u i n t 3 2 _ t i2sACC ;
43 u i n t 8 _ t i2sCNT =32;
44 u i n t 1 6 _ t DAC=0 x8000 ;
45 u i n t 1 6 _ t DAC2=0 x8000 ;
46 u i n t 1 6 _ t e r r ;
47
48 / / V i e r d i m e n s i o n a l e s Array zum S p e i c h e r n d e r e r r e c h n e t e n S i n u s f u n k t i o n e n
49 i n t s i n e [ 4 ] [ 4 4 1 ] ;
50 / / L a u f v a r i a b l e f u e r Sinus−Phase
51 i n t phase [ 4 ] ;
52
53
54
55
56 / / Ausgabe d e r Funkt ionssumme ams i 2 s−Pin
57 vo id ICACHE_RAM_ATTR onTimerISR ( ) { / / Code needs t o be i n IRAM b e c a u s e i t s a ISR
58
59 w h i l e ( ! ( i 2 s _ i s _ f u l l ( ) ) ) { / / Dont b l o c k t h e ISR i f t h e b u f f e r i s f u l l
60 DAC=0 x8000 + 0 .25∗ s i n e [ 0 ] [ phase [ 0 ] ] + 0 .25∗ s i n e [ 1 ] [ phase [ 1 ] ] + 0 .25∗ s i n e [ 2 ] [ phase [ 2 ] ] +
0 .25∗ s i n e [ 3 ] [ phase [ 3 ] ] ;
61
62
63 i f ( phase [ 0 ] < BenSamples [0] −1) { phase [ 0 ] = phase [ 0 ] + 1 ; }
64 e l s e { phase [ 0 ] = 0 ; }
65 i f ( phase [ 1 ] < BenSamples [1] −1) { phase [ 1 ] = phase [ 1 ] + 1 ; }
66 e l s e { phase [ 1 ] = 0 ; }
67 i f ( phase [ 2 ] < BenSamples [2] −1) { phase [ 2 ] = phase [ 2 ] + 1 ; }
68 e l s e { phase [ 2 ] = 0 ; }
69 i f ( phase [ 3 ] < BenSamples [3] −1) { phase [ 3 ] = phase [ 3 ] + 1 ; }
70 e l s e { phase [ 3 ] = 0 ; }
71
72
73 / / P u l s w e i t e n Modu la t ion zum Erzeugen e i n e s 16− b i t I2S DAC
74 f o r ( u i n t 8 _ t i =0 ; i <32; i ++) {
75 i2sACC=i2sACC < <1;
76 i f (DAC >= e r r ) {
157
77 i2sACC | = 1 ;
78 e r r += 0xFFFF−DAC;
79 }
80 e l s e
81 {
82 e r r −= DAC;
83 }
84 }
85 boo l f l a g = i 2 s _ w r i t e _ s a m p l e ( i2sACC ) ;
86 }
87
88 t i m e r 1 _ w r i t e ( 2 0 0 0 ) ; / / Next i n 2mS
89 }
90
91
92
93 vo id s e t u p ( ) {
94 / / P i n s zum S t e u e r n des 4051 ICs
95 pinMode ( D2 , OUTPUT) ;
96 pinMode ( D1 , OUTPUT) ;
97 pinMode ( D0 , OUTPUT) ;
98
99 / / P i n s f u e r Mode s e l e c t
100 pinMode ( D3 , OUTPUT) ;
101 pinMode ( D4 , OUTPUT) ;
102
103 S e r i a l . swap ( ) ;
104 S e r i a l . b e g i n ( 1 1 5 2 0 0 ) ;
105 i 2 s _ b e g i n ( ) ; / / S t a r t t h e i 2 s DMA e n g i n e
106 i 2 s _ s e t _ r a t e ( SampleRate ) ; / / S e t sample r a t e
107 pinMode ( 2 , INPUT ) ; / / r e s t o r e GPIOs t a k e n by i 2 s
108 pinMode ( 1 5 , INPUT ) ;
109 t i m e r 1 _ a t t a c h I n t e r r u p t ( onTimerISR ) ; / / A t t a c h our sa m p l i n g ISR
110 t i m e r 1 _ e n a b l e ( TIM_DIV16 , TIM_EDGE , TIM_SINGLE ) ;
111 t i m e r 1 _ w r i t e ( 2 0 0 0 ) ; / / S e r v i c e a t 2mS i n t e r v a l l
112
113 }
114
115
116
117
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118 vo id loop ( ) {
119
120 i f ( d i g i t a l R e a d ( D5 ) ==HIGH) {
121 Mode =0;
122 }
123 i f ( d i g i t a l R e a d ( D5 ) ==LOW) {
124 Mode =1;
125 }
126 S e r i a l . p r i n t ( Mode ) ;
127 i f ( Mode==1) {
128 / / Abf ragen d e r P o t e n t i o m e t e r .
129 f o r ( i n t i = 0 ; i <8; i ++) {
130
131 b i t 1 = b i t R e a d ( i , 0 ) ;
132 b i t 2 = b i t R e a d ( i , 1 ) ;
133 b i t 3 = b i t R e a d ( i , 2 ) ;
134
135 d i g i t a l W r i t e ( D0 , b i t 1 ) ;
136 d i g i t a l W r i t e ( D1 , b i t 2 ) ;
137 d i g i t a l W r i t e ( D2 , b i t 3 ) ;
138
139 p o t i W e r t [ i ] =( 0 . 8 ∗ p o t i W e r t [ i ] + 0 . 2 ∗ ana logRead ( A0 ) ) ;
140 p o t i W e r t 1 [ i ]= map ( p o t i W e r t [ i ] , 0 , 1 0 2 0 , 1 0 0 0 , 0 ) ; / / P o t i s umdrehen
141 }
142
143 / / P o t i s R e i h e n f o l g e z u r u e b e r s i c h t l i c h k e i t t a u s c h e n
144 p o t i W e r t 2 [ 0 ] = p o t i W e r t 1 [ 3 ] ;
145 p o t i W e r t 2 [ 1 ] = p o t i W e r t 1 [ 4 ] ;
146 p o t i W e r t 2 [ 2 ] = p o t i W e r t 1 [ 0 ] ;
147 p o t i W e r t 2 [ 3 ] = p o t i W e r t 1 [ 6 ] ;
148 p o t i W e r t 2 [ 4 ] = p o t i W e r t 1 [ 1 ] ;
149 p o t i W e r t 2 [ 5 ] = p o t i W e r t 1 [ 2 ] ;
150 p o t i W e r t 2 [ 6 ] = p o t i W e r t 1 [ 5 ] ;
151 p o t i W e r t 2 [ 7 ] = p o t i W e r t 1 [ 7 ] ;
152
153 / / P o t i Ausgabe S e r i a l . Debugging
154 f o r ( i n t i = 0 ; i <8; i ++) {
155
156 S e r i a l . p r i n t ( p o t i W e r t 2 [ i ] ) ;
157 S e r i a l . p r i n t ( " " ) ;
158
159
159 i f ( i ==7) {
160 S e r i a l . p r i n t l n ( ) ;
161 }
162
163 }
164
165 / / Berechnen d e r S i n u s f u n k t i o n e n j e nach P o t e n t i o m e t e r e i n s t e l l u n g e n
166 f o r ( i n t k =0; k <8; k ++) {
167
168
169 i f ( abs ( p o t i W e r t a l t [ k ] − p o t i W e r t 2 [ k ] ) > 2 | | Modeal t ==1) {
170 p o t i W e r t a l t [ k ] = p o t i W e r t 2 [ k ] ;
171
172
173
174 i f ( k = = 0 | | k = = 2 | | k = = 4 | | k ==6) {
175 OszZ=k / 2 ;
176 Frequenz [ OszZ ] = p o t i W e r t 2 [ k ]∗2 +100; / / F requenz von 100 b i s 2100 e i n s t e l l b a r
177 BenSamples [ OszZ ]= SampleRate / F requenz [ OszZ ] ;
178 }
179 i f ( k = = 1 | | k = = 3 | | k = = 5 | | k ==7) {
180 OszZ =( k−1) / 2 ;
181 Volume [ OszZ ] = f l o a t ( p o t i W e r t 2 [ k ] ) / 1 0 0 0 ; / / Volume von 0−1 e i n s t e l l b a r
182 }
183 f o r ( i n t i =0 ; i <BenSamples [ OszZ ] ; i ++) {
184 f l o a t j =(2∗ M_PI ) / BenSamples [ OszZ ] ;
185 s i n e [ OszZ ] [ i ]=DAC2∗Volume [ OszZ ]∗ s i n ( j ∗ i ) ;
186 }
187 }
188 }
189 Modeal t =Mode ;
190 }
191
192
193 i f ( Mode==0) {
194 / / Abf ragen d e r P o t e n t i o m e t e r .
195 f o r ( i n t i = 0 ; i <8; i ++) {
196
197 b i t 1 = b i t R e a d ( i , 0 ) ;
198 b i t 2 = b i t R e a d ( i , 1 ) ;
199 b i t 3 = b i t R e a d ( i , 2 ) ;
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200
201 d i g i t a l W r i t e ( D0 , b i t 1 ) ;
202 d i g i t a l W r i t e ( D1 , b i t 2 ) ;
203 d i g i t a l W r i t e ( D2 , b i t 3 ) ;
204
205 p o t i W e r t [ i ] =( 0 . 8 ∗ p o t i W e r t [ i ] + 0 . 2 ∗ ana logRead ( A0 ) ) ;
206 p o t i W e r t 1 [ i ]= map ( p o t i W e r t [ i ] , 0 , 1 0 2 0 , 1 0 0 0 , 0 ) ; / / P o t i s umdrehen
207 }
208
209 / / P o t i s R e i h e n f o l g e z u r u e b e r s i c h t l i c h k e i t t a u s c h e n
210 p o t i W e r t 2 [ 0 ] = p o t i W e r t 1 [ 3 ] ;
211 p o t i W e r t 2 [ 1 ] = p o t i W e r t 1 [ 4 ] ;
212 p o t i W e r t 2 [ 2 ] = p o t i W e r t 1 [ 0 ] ;
213 p o t i W e r t 2 [ 3 ] = p o t i W e r t 1 [ 6 ] ;
214 p o t i W e r t 2 [ 4 ] = p o t i W e r t 1 [ 1 ] ;
215 p o t i W e r t 2 [ 5 ] = p o t i W e r t 1 [ 2 ] ;
216 p o t i W e r t 2 [ 6 ] = p o t i W e r t 1 [ 5 ] ;
217 p o t i W e r t 2 [ 7 ] = p o t i W e r t 1 [ 7 ] ;
218
219 / / P o t i Ausgabe S e r i a l . Debugging
220 / / f o r ( i n t i = 0 ; i <8; i ++) {
221
222 / / S e r i a l . p r i n t ( p o t i W e r t 2 [ i ] ) ;
223 / / S e r i a l . p r i n t ( " " ) ;
224 / /
225 / / i f ( i ==7) {
226 / / S e r i a l . p r i n t l n ( ) ;
227 / / }
228
229 / / }
230
231 / / Berechnen d e r S i n u s f u n k t i o n e n j e nach P o t e n t i o m e t e r e i n s t e l l u n g e n
232 f o r ( i n t k =0; k <8; k ++) {
233
234
235 i f ( abs ( p o t i W e r t a l t [ k ] − p o t i W e r t 2 [ k ] ) > 2 | | Modeal t ==0) {
236 p o t i W e r t a l t [ k ] = p o t i W e r t 2 [ k ] ;
237
238 i f ( k ==0) {
239 OszZ =0;
240 Volume [ OszZ ] = f l o a t ( p o t i W e r t 2 [ k ] ) / 1 0 0 0 ; / / Volume von 0−1 e i n s t e l l b a r
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241 }
242
243 i f ( k ==2) {
244 OszZ =0;
245 Frequenz [ OszZ ] = p o t i W e r t 2 [ k ]∗2 +100; / / F requenz von 100 b i s 2100 e i n s t e l l b a r
246 BenSamples [ OszZ ]= SampleRate / F requenz [ OszZ ] ;
247 }
248 i f ( k ==4) {
249 OszZ =0;
250 P h a s e n v e r s c h [ OszZ ]=2∗ M_PI−((2∗ M_PI ) / ( p o t i W e r t 2 [ k ] + 1 ) ) ;
251 }
252 i f ( k ==6) {
253 OszZ =0;
254 Yversch [ OszZ ]=DAC2−(DAC2 / ( p o t i W e r t 2 [ k ] + 1 ) ) ;
255 }
256
257
258
259
260
261 }
262
263 i f ( k ==1) {OszZ =1;}
264
265 i f ( k ==3) {OszZ =2;}
266
267 i f ( k ==5) {OszZ =3;}
268
269 Frequenz [ 1 ] = 100 ;
270 BenSamples [ 1 ] = SampleRate / F requenz [ 1 ] ;
271 Volume [ 1 ] = 0 ;
272
273 Frequenz [ 2 ] = 100 ;
274 BenSamples [ 2 ] = SampleRate / F requenz [ 1 ] ;
275 Volume [ 2 ] = 0 ;
276
277 Frequenz [ 3 ] = 100 ;
278 BenSamples [ 3 ] = SampleRate / F requenz [ 1 ] ;
279 Volume [ 3 ] = 0 ;
280
281 f o r ( i n t i =0 ; i <BenSamples [ OszZ ] ; i ++) {
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282 f l o a t j =(2∗ M_PI ) / BenSamples [ OszZ ] ;
283 s i n e [ OszZ ] [ i ]=DAC2∗Volume [ OszZ ] ∗ ( s i n ( ( j ∗ i ) )−P h a s e n v e r s c h [ OszZ ] ) + Yversch [ OszZ ] ;
284 }
285 }
286 Modeal t =Mode ;
287 }
288
289 }
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